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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler

M
Boy(M)

Kisaltmalar

g.k.K.
y.k.K.

Aciklama

: Riemanniyen manifold

: M Riemanniyen manifoldunun boyutu

: Reel sayilar cismi

: Kompleks sayilar cismi

: n-boyutlu Oklid uzay1

: M manifoldunun p noktasindaki teget uzay1

: Diferansiyellenebilirlik sinifi

: M manifoldu tizerindeki diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi
: M manifoldu iizerindeki diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi
: M manifoldunun teget demetine ait vektor alanlarinin kiimesi

: M manifoldunun normal demetine ait vektor alanlarinin kiimesi

: Levi-Civita koneksiyonu ya da Riemanniyen koneksiyon

: Hemen hemen kompleks yap1

: Holomorfik dagilim

: Ttimel reel dagilim

: 0 egik acgili egik dagilim

Aciklama

: Global konformal Kaehler manifold

: Yerel konformal Kaehler manifold
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KONFORMAL-BUKULMUS VE CARPIK-BUKULMUS CARPIM
MANIFOLDLAR VE ALTMANIFOLDLAR

Sibel GERDAN AYDIN

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof.Dr. Hakan Mete TASTAN

Bu tez caligmasinin amaci, konformal-biikiilmiis ve c¢arpik-biikiilmiis manifoldlarin
geometrisini incelemektir. Bu tip manifoldlar global konformal Kaehler manifoldlarin
altmanifoldu olarak ele alinmig ve Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldlar
incelenmistir.

Bu calisma bes ana boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde tez ¢alismasinin literatiirdeki
gecmiginden yani bu konu ile alakali aragtirmacilarin daha Once yaptigir calismalardan
bahsedilmistir.

Ikinci boliim bes alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde Riemanniyen manifold
tanimi, bir Riemanniyen manifold iizerinde tanimli temel tensorlerin tanimi ve Einstein-like
Riemanniyen manifoldlarin farkli siniflarmin tamimlari verilmistir. Ikinci alt boliimde
Riemanniyen manifoldlarin altmanifoldu kavrami ve sagladig1 ozellikler ile altmanifold
ile kapsayan manifold arasindaki iligkiyi kuran Gauss, Weingarten gibi temel denklemler
verilmistir. Uciincii alt boliimde hemen hemen Hermityen manifoldun, Kaehleriyen
manifoldun tanimi ve bu tip manifoldlarin temel 6zellikleri verilmistir. Bunun yanisira,
hemen hemen Hermityen manifoldlarin holomorfik, tiimel reel, egik, yari-e8ik, kismi-egik
gibi bazi1 6zel altmanifoldlar tanitilmistir. Dordiincii alt boliimde, global ve yerel konformal
Kaehler manifoldlarin tanimlart ve bu manifoldlar i¢in gecerli olan temel teorem ve
denklemler verilmistir. Begsinci alt boliimde ¢ift biikiilmiis carpim manifoldun tanimi ve bazi
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0zel hallerini karakterize eden bir teorem yer almistir. Ayrica cift ¢carpik carpim manifoldlarin
kovaryant tiirev formiilleri verilmistir.

Ugiincii boliimde tez c¢aligmasmnin hazirlanmasinda izlenen yontemlerden ve kullanilan
araglardan bahsedilmistir.

Doérdiincii bolim ise tez calismasinin bulgularindan olugsmaktadir. Bu boliim iki alt
boliimden olugsmaktadir. Birinci ve ikinci alt boliimde konformal-biikiilmiis ¢arpim manifold,
carpik-biikiilmiis ¢carpim manifold, bir global konformal Kaehler manifoldun bir yari-egik
altmanifoldu, bir global konformal Kaehler manifoldun bir kismi-egik altmanifoldu tanimlari
ve bu tip altmanifoldlarin sagladig1 temel denklemler ve teoremler verilmistir. Ayrica, bir
g.k.K. manifoldun bir konformal-biikiilmiis carpim ve ¢arpik-biikiilmiis carpim altmanifoldu
icin asikar olmayan birer ornek kurulmustur. Bir g.k.K. manifoldunun sirasi ile, bir has
yari-egik altmanifoldunun yerel olarak bir konformal-biikiilmiis ¢carpim manifold olmas1 i¢in
ve bir has kismi-egik altmanifoldunun yerel olarak bir carpik-biikiilmiis carpim manifold
olmas1 icin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Bunun yam sira, konformal-biikiilmiis
carpim altmanifoldun ve carpik-biikiilmiis ¢carpim altmanifoldunun ikinci temel formunun
normunun karesi i¢in bir esitsizlik kurulmustur. Dahasi, Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis
carpim manifoldunun ¢arpan manifoldlarinin da Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek
ve yeter kosullar verilmistir ve Einstein-benzeri ¢carpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldlarin farkl
siniflar1 karakterize edilmistir. Tersine, carpan manifoldlar1 Einstein-benzeri manifold olan
manifoldlarin kendisinin de Einstein-benzeri olup olmamas1 durumu da incelenmistir.

Besinci boliimde, tez calismasinin genel bir degerlendirmesi yapilmis ve calismanin
literatiire katkisindan bahsedilmistir. Ayrica, bu ¢alismadan hareketle hangi ¢alismalarin
yapilabilecegi lizerinde durulmustur.

Nisan 2021, 117 sayfa.

Anahtar kelimeler: Biikiilmiis carpim altmanifold, ¢arpik ¢arpim altmanifold, holomorfik
dagilim, tiimel-reel dagilim, egik dagilim, yerel ve global konformal
Kaehler manifold, Einstein-benzeri manifold, Codazzi Ricci tensorii,
Killing Ricci tensorii, Weyl konformal diiz manifold.
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The main purpose of this thesis is to research the geometry of conformal-twisted product
and warped-twisted product submanifolds. These types of manifolds are studied as
submanifolds of globally conformal Kaehler manifolds and Einstein-like warped-twisted
product manifolds are investigated.

This study consists of five main chapters. In the first chapter, the history of this study is
given, which means that the previous studies in the literature that were studied by researchers
related to this subject have been mentioned.

The second chapter consists of five subsections. In the first subsection, the definitions of the
Riemannian manifold, the main tensors defined on the Riemannian manifold and different
classes of Einstein-like manifolds are given. In the second subsection, the definition of
submanifold of Riemannian manifolds is given and the main properties of a submanifold
are given. The equations of Gauss and Weingarten which establish relationship between
submanifold and the ambient manifold are given as well. In the third subsection, definitions
of almost Hermitian manifold, Kaehlerian manifold and the main properties of this kind of
manifolds are given. In addition to this, some special submanifolds of almost Hermitian
manifolds which are called holomorphic, totally real, semi-slant, hemi-slant etc. are
introduced. In the fourth subsection, the definitions of locally and globally conformal
Kaehler manifolds are given and main theorems and equations valid for these submanifolds
are reminded. The fifth subsection includ)c(es the definition of doubly twisted product



submanifolds and the theorem which characterizes some special cases of such manifolds.
Besides, the covariant derivative formulas of doubly warped product manifolds are given.

In the third chapter, tools and methods that are used through the thesis are mentioned.

The fourth chapter is the main part of the thesis. This chapter consists of two subsections.
In these subsections, the notion of conformal-twisted product submanifolds of the form
AMT x5 M9 and ,M% x ;, MT is introduced, where M7 is a holomorphic submanifold and
M? is a proper slant submanifold of M in a globally conformal Kaehler manifold and f>
and f; are conformal factor and twisting function, respectively. Necessary and sufficient
conditions for proper semi-slant submanifold to be a locally conformal-twisted product
for such submanifolds of the form ;,M” x s M% and ;,M® x;, M" are given. A general
inequality for the square norm of second fundamental form of these types of submanifolds is
established. Moreover, the notion of warped-twisted product hemi-slant submanifolds of the
form ;M L x M 9 with warping function f> on M? and twisting function f; is introduced,
where M is a totally real and M? is a slant submanifold of a globally conformal Kaehler
manifold. A warped-twisted product hemi-slant submanifold of a globally conformal
Kaehler manifold is proved to be a locally doubly warped product. Then, a general inequality
for doubly warped product mixed geodesic hemi-slant submanifolds is established and some
results for such submanifolds are gotten by using the equality sign of the general inequality.
Additionally, necessary and sufficient conditions are given for the factor manifolds of
Einstein-like warped-twisted manifolds to be a Einstein-like manifolds and different classes
of Einstein-like warped-twisted product manifolds are characterized. Conversely, when the
factor manifolds of warped-twisted product manifold are Einstein-like manifold, whether the
warped-twisted product is Einstein-like is examined.

In the fifth chapter, the study is reviewed. The contribution of thesis to the literature is
mentioned and what’s more, it is mentioned that this study will inspire to different research
topics.

April 2021, 117 pages.

Keywords: Twisted product submanifold, warped product submanifold, holomorphic
distribution, totally real distribution, slant distribution, locally and globally
conformal Kaehler manifold, Einstein-like manifold, Codazzi Ricci tensor,
Killing Ricci tensor, Weyl conformal flat manifold.
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1. GIRIS

Yeni bir Riemanniyen manifold ( ya da, daha genel olarak sézde-Riemanniyen manifold)
elde etmenin yollarindan biri iki Riemanniyen manifoldu alisilmis olarak carpmaktir.
Bu sekilde elde edilen en genel manifoldlar cift biikiilmiis carpim manifoldlardir [45].
Aslinda, bu kavram c¢ok uzun zaman Once literatiirde konformal olarak ayrilabilir uzaylar
[61] olarak ortaya cikmustir. Cift biikiilmiis ¢arpim manifoldlar kavrami cift carpik
carpim [25], biikiilmiis ¢arpim [18], carpik ¢arpim [6] ve direkt ¢carpim kavramlarinin bir

genellestirmesidir.

Diferansiyel geometride, en yogun calisma alanlarindan birisi de altmanifoldlar
teorisidir. Altmanifoldlar sinifinin holomorfik (degismez), tiimel-reel (ters-degismez) [59],
CR-(Cauchy-Riemann) [1], yari-degismez [2], egik [14], yari-egik [43], kismi-egik [9, 46]
gibi iyi bilinen smniflar1 vardir. Biitiin bu siniflar kapsayan manifoldun hemen hemen

kompleks ya da hemen hemen ¢arpim yapisinin davranisi tarafindan belirlenir.

Bishop ve O’ Neill [6], negatif egrilikli tam manifoldlarin genis bir smifim inga
etmek icin Riemanniyen manifoldlarin ¢arpik carpimi kavramini tanitti. Bu kavram
aslinda Riemanniyen manifoldlarin alisilmis carpiminin bir genellestirilmesidir. Carpik
carpim yapist diferansiyel geometrinin yani sira fizikte de onemli bir rol oynamaktadir.
Robertson-Walker, Schwarschild, statik ve Kruscal gibi standart uzay-zaman modelleri
carpik carpimdir. Ayn1 zamanda, yildizlarin ve kara deliklerin komsuluklarinin en basit
modeli yine bir carpik carpimdir [42]. Dahasi, Einstein alan denkleminin ¢ogu ¢oziimii
carpik carpimlar cinsinden ifade edilebilir [3]. Carpik carpim altmanifoldlar teorisi, Chen
[15] Kaehler manifoldlarin carpik ¢arpim CR-altmanifoldlarini calistiktan sonra popiiler bir
calisma alan haline geldi. Carpik carpim altmanifoldlar teorisi ile ilgili bir ¢ok caligma

Chen’in kitabinda [16] bulunabilir.

Carpik carpim manifoldlarin aksine, ¢ift carpik ¢arpim altmanifoldlar ¢ok aktif bir calisma
alan1 olmamistir. Bu durum Kaehler, yaklasik Kaehler, yerel ¢arpim Riemanniyen ve
askin-Sasakiyen gibi iyi bilinen yapilar i¢inde, ¢arpan manifoldlart holomorfik ve tiimel

reel (bkz. [39, 49, 52, 56]) olan cift carpik carpim altmanifoldlarin var olmamasindan



kaynaklanmaktadir. Oysa, yerel konformal Kaehler manifoldlarin ¢ift carpik c¢arpim
CR-altmanifoldlari, Munteanu [38] tarafindan c¢alisilmistir.

Tastan ve Gerdan [52], ¢ift biikiilmiis carpim manifoldlarin iki farkli sinifin1 7. ve 2. tip
vaklasik ¢ift biikiilmiis carpim manifold adi altinda tanimlamistir. Bu tezde, 1. tip yaklagsik
cift bukiilmiis ¢arpim manifoldlar carpik-biikiilmiis ¢carpim manifold ve 2. tip yaklasik
cift biikiilmiis carpim manifoldlar konformal-biikiilmiis ¢carpim manifold olarak yeniden

adlandirilmistir.

Kaehleriyen manifoldlar i¢inde carpik ¢arpim yari-egik altmanifoldlarin var olmadigi Sahin
[47] tarafindan ispatlanmustir. Gercekten, M7 ve M9, bir Kaehleriyen manifoldun sirasi ile
bir holomorfik ve bir has e8ik altmanifoldu olmak iizere , Kaehleriyen manifold i¢inde
MO x M T've MT x M 9 formunda carpik carpim yari-egik altmanifold yoktur [47]. Dahast,
Sahin [48] Kaehleriyen manifoldlarin aksine yerel ¢carpim Riemanniyen manifoldlar icinde,
MT ve M?, yerel carpim Riemanniyen manifoldun sirasi ile bir holomorfik ve bir has egik
altmanifoldu olmak iizere , M® x ™ T formundaki carpik carpim yari-egik altmanifoldlar:
tanimlamis ve ¢alismistir. Bir yerel carpim Riemanniyen manifoldun M7 x ™M 9 formunda
asikar olmayan carpik carpim yari-egik altmanifoldu olmadig1 yine aym ¢alismada [48]
kanitlanmigtir. Son zamanlarda, Tastan ve Tripathi [53] y.k.K. manifoldlarin yari-egik
altmanifoldlarim ¢alismistir. Diger taraftan, Matsumoto [33, 37], y.k.K. manifoldlarin M9 x f

MT ve MT x M 9 formundaki carpik ¢arpim yari-egik altmanifoldlarini incelemistir.

Diger taraftan, Finstein-benzeri manifold kavrami, Gray [29] tarafindan Einstein
manifoldlarin genellestirilmesi olarak tanimlanmistir ve Einstein-benzeri manifoldlarin
farkli siniflar1 tanitilmigtir. Besse, bu tip manifoldlarin detayli bir ¢alismasini kitabinda ([5],
Chapter 16) vermistir. Bu andan itibaren, Einstein-benzeri manifoldlar degisik uzaylarda

cesitli kosullar altinda incelenmistir.

Ornegin, Boeckx [7], o sinifindan yari-simetrik Einstein-benzeri manifoldlari, Berndt [4],
2 sintfindan 3-boyutlu Einstein-benzeri manifoldlan ¢alismistir. Deszcz [21] ise, aslinda
genellestirilmis Einstein manifold olan harmonik Weyl tensoriine sahip kompakt carpik
carpim manifoldlarm bir kurulumunu calismistir. Ote yandan, Bueken ve Vanhecke [8]
tarafindan sabit Ricci-egrilik 6zdegerine sahip <7 ve Z siifindan 3-boyutlu Einstein-benzeri
manifoldlarin tam bir siniflandirilmasi yapilmistir. .7 ve % sinifindan Einstein-benzeri

metrige sahip kiire ve projektif uzaylarin bir siniflandirmasi1 Peng ve Qian [44] tarafindan



yapilmugtir. Zaeim v.d. [64], 4-boyutlu Einstein-benzeri 6zdes (homogeneous) manifoldlarin
tam bir simiflandirmasini yapmistir. Bunun yanisira, Calvaruso, degisik uzaylarda, farkli

kosullar altinda Einstein-benzeri metrikleri calismistir [10-13].

Einstein-benzeri olma kosullari, aym1 zamanda egrilik kosullaridir. Carpik c¢arpim
manifoldlar iizerinde egrilik kosullar1 hem diferansiyel hem cebirsel acidan bir ¢ok
arastirmaci tarafindan incelenmistir. Carpik ¢carpim manifoldlar {izerinde diferansiyel tipteki
egrilik kosullar icin [20, 27] ¢aligmalarina bakilabilir. Genellestirilmis Robertson-Walker
uzay-zaman yapisi 1-boyutlu baza sahip carpik carpimlara 6rnektir. Benzer egrilik kosullari
genellestirilmig Robertson-Walker uzay-zaman yapilar iizerinde de incelenmistir [34, 35].
Mantica ve Shenawy Einstein-benzeri ¢arpik carpim manifoldlari calismistir [33]. Bunun
yanisira, El-Sayied v.d. [24], Einstein-benzeri ¢ift carpik ¢arpimlari ve bu ¢arpim yapilarinin

uygulamalarini incelemistir.

Biitiin bu caligmalardan ilham alarak, bu tezde Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis ¢arpim
manifoldlarin farkli smiflar1 incelenmistir. Einstein-benzeri c¢arpik biikiilmiis carpim
manifoldlarin farkli siniflarinin carpan manifoldlarinin da Einstein-benzeri olmasi igin
gerek ve yeter kosullar verilmistir. Aksine carpan manifoldlar1 Einstein-benzeri manifold
iken carpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldun da Einstein-benzeri olmasi icin de gerek ve
yeter kosullar verilmistir. Bunun yani sira carpik-biikiilmiis ¢arpim manifold yapisi1 ve
konformal-biikiilmiis ¢carpim manifold yapis1 g.k.K. manifoldlarin altmanifoldlar1 olarak ele

alinmustir.

G.k.K. manifoldlarin konformal-biikiilmiis carpim has yari-egik altmanifoldlar1 ve
carpik-biikiilmiis carpim kismi-egik altmanifoldlar1 diisiiniilmiis ve calisiimistir.
G.k.K. manifoldlarin bir konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldu ve bir
carpik-biikiilmiis ¢carpim kismi-egik altmanifoldu i¢in asikar olmayan Ornekler verilmistir.
Dahasi, bir g.k.K. manifodunun bir has yari-egik altmanifoldunun szT X £ M® ve
H»M 0 % fi M7 formunda yerel olarak bir konformal-biikiilmiis carpim olmasi icin ve bir
g.k.K. manifoldunun bir has kismi-egik altmanifoldunun szL Xpn M 9 formunda yerel
olarak bir carpik-biikiilmiis carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir. Ayrica,
bu tip altmanifoldlarin ikinci temel formunun normunun karesi i¢in genel bir esitsizlik elde

edilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

Bu kisimda, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim, kavramlar ve bazi1 6nemli sonuglar

verilmisgtir.

2.1. RIEMANNIYEN MANIiFOLDLAR

Bu boliimde, Riemanniyen manifoldlarin geometrisinden bahsedilmistir. Riemanniyen
manifold tanimi, Ricci egriligi, Weyl konformal egrilik tensorii, skaler egrilik, Hessiyen
tensorii, Laplasyen gibi temel tanimlar, manifold tizerinde 6zel vektor alanlari gibi kavramlar

ve Einstein-like Riemanniyen manifold tanimi verilmistir.

Tanmm 2.1.1 [50] M bir diferansiyellenebilir manifold olsun. Bu durumda

g2 (M)x 2 (M) — Z(M)

ile tamuml g bilineer formu simetrik ve pozitif tammli ise, yani her X,Y € 2 (M) icin

S

a) 3(X.Y)=2g(Y,X),
b) g X, X)>0veg(X,X)=0X=0

kosullart saglantyorsa g bilineer formuna Riemanniyen metrik veya metrik tensor adi verilir.

Bu durumda (M, g) ikilisine bir Riemanniyen manifold denir.

Tamm 2.1.2 [50] (M, 3) bir Riemanniyen manifold olsun. M iizerindeki bir V koneksiyonu,
herhangi X,Y,Z € 2 (M) icin,

X[g(Y,Z)] =3(Vx¥,Z)+g(Y,VxZ) (2.1)

kosulunu saglarsa, V koneksiyonuna g ile uyumlu (compatible) koneksiyon denir. Bu kosul

V3§ = 0 kosuluna denktir. Bu durumda g metrigine V koneksiyonuna gore paralel denir:



Teorem 2.1.3 [42] (M,g) bir Riemanniyen manifold olsun. Herhangi X,Y € 2 (M) icin,
[X,Y]=Vg¥ - VX (2.2)

X[g(Y,Z)] =3(Vx¥,2)+g(Y,VzZ) (2.3)

kosullarini saglayan bir tek V koneksiyonu vardir V, M manifoldunun Levi-Civita

koneksiyonu ya da Riemanniyen koneksiyonu olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.4 [50] (M, g) bir Riemanniyen manifold ve V, M iizerinde bir lineer koneksiyon
olsun. M manifoldunun Riemann egrilik tensérii R : U(TM) x T(TM) x T(TM) — T'(TM),
herhangi U,V ,W € T(TM) icin

R(U, VYW =V VoW =V VW — Vg W (2.4)
seklinde tanumly (3, 1)-tipinden bir tensor alamdur.

Tanim 2.1.5 [50] {ey1,e2,...,em}, (M,g) Riemanniyen manifoldu iizerinde lokal ortonormal
cati alam olsun. U,V € T(TM) igin (M,g) manifoldunun S : U(TM) x T(TM) — % (M)

Ricci tensori

3

S(0,7) =Y g(R(e;,0)V,e:) 2.5)
i—=1

seklinde tanumly (2,0)- tipinden bir tensor alanidur.

Tamm 2.1.6 [50] (M,g), m-boyutlu Riemanniyen manifoldunun p noktasindaki T,M teget
uzaymn 2-boyutlu bir alt uzayt P olsun. P diizlemini geren birim vektorler U ve V olmak

lizere

<
%]

(R(
)&(

)
) —

)
U,v)?

) Y

<
< <

K(P)=K(U,V)= (2.6)

i ooy

20,

o]

Y

degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir. Eger kesitsel egrilik biitiin
diizlem kesitleri icin aym ¢ sabitine esit ise M manifolduna sabit egrilikli uzay ya da reel

uzay form denir ve M(c) ile gosterilir.



Tamm 2.1.7 [50] (M, g), m-boyutlu Riemanniyen manifoldunun p noktasindaki T,M teget
uzaymin 2-boyutlu alt uzaylarina gore kesit egriliklerinin toplamina M manifoldunun skaler

egriligi denir ve T ile gosterilir. Buna gore T,M teget uzaymun lokal ortonormal bazi

{e1,ea,...,em} olmak iizere T skaler egriligi
m
1= S(eiei) 2.7)

i=1
ile tanimlanur.
Tamim 2.1.8 /50] (M,g) Riemanniyen manifold ve U € TM olsun. M manifoldu iizerinde

U vektér alanmimin diverjans: divU = izVU olarak tammlamnr. Biylece {ey,er,... ey} lokal

ortonormal ¢ati alani olmak iizere,

3

divl =Y g(V.U,e) (2.8)
=1

olur.

Tamm 2.1.9 [50] f € F (M) olmak iizere (M,g) Riemanniyen manifoldu iizerinde tanimli
f fonksiyonunun gradiyenti V f, M iizerinde bir vektor alamdir ve U € T(TM) icin

g(Vf,0)=df(0)=U(f) (2.9)

esitligi gerceklenir.

Tamm 2.1.10 /50] (M,g) bir Riemanniyen manifold ve f € % (M) olmak iizere f
fonksiyonunun Hessiyan tensorii H/ : T'(TM) — T'(TM), U € T(TM) icin

HI(0) =V Vf (2.10)

ile tanimli bir lineer doniistimdiir.

Tamm 2.1.11 [50] (M, §) bir Riemanniyen manifold ve f € 7 (M) olsun. Bu durumda h' :
[(TM) xT(TM) — T(TM) olmak iizere U,V € T(TM) igin

W (0,V) =gH'(0),V) (2.11)



tensoriine f fonksiyonunun Hessiyan formu denir.

Tamim 2.1.12 [50] (M, g) bir Riemanniyen manifold ve f € % (M) olsun. f fonksiyonunun
laplasyant Af,

Af =divVf (2.12)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.1.13 /59] (M,§) manifoldu m-boyutlu bir Riemanniyen manifold olsun. Bu
durumda, M manifoldunun Weyl konformal egrilik tensor alam %, M iizerindeki herhangi

X,Y ve Z vektor alanlart icin

W(R7)Z= RR,T)Z

ile tamumli (1,3) tipinden bir tensér alanmdir, burada Q Ricci operatérii ve T, M manifoldunun

skaler egriligidir.

Tanim 2.1.14 Bir Riemanniyen manifold (M, g) iizerinde bir V vektor alani, M iizerindeki

herhangi X vektor alani icin [63]

ViV = AX +u(X)v (2.14)

esitligini gerceklerse govde-sekillendiren (torse-forming) olarak adlandiriliy, burada A bir
fonksiyon ve W bir 1-formdur. Eger (2.14) denklemindeki W 1-formu ozdes olarak sifirsa, bu
durumda V vektor alamina esdairesel (concircular) [17, 51, 60, 62] denir. Eger A = 1 ise,
bu durumda V vektor alanina uyusan (concurrent) [51, 60] denir. Eger (2.14) denkleminde

A = 0 saglanmirsa, V vektor alanina tekrarlayan (recurrent) vektor alani denir.



2.1.1. Einstein-Benzeri Riemanniyen Manifoldlar

Bu alt bolimde Einstein-benzeri (Einstein-like) Riemanniyen manifoldlarin farkli

siniflarinin tanimlar1 verilmistir.

Tamm 2.1.1.1 [29] Bir Riemanniyen manifold (M,g) bir dairesel paralel Ricci tensoriine

sahip ise, yani, M iizerindeki herhangi X ,Y ,Z vektor alanlar icin

(VS)(Y,2) + (Vi$)(Z,X) + (V28)(X,Y) =0

denklemi gercekleniyor ise M manifolduna </ sinifindan Einstein-benzeri manifold denir. Bu

kosul M iizerindeki herhangi X vektér alant icin

(VxS)(X,X)=0 (2.15)

kosuluna denktir.

Tanmm 2.1.1.2 [29] Bir (M, g) Riemanniyen manifoldunun Ricci tensérii bir Codazzi tensor

ise yani, M iizerindeki herhangi X ,Y ,Z vektor alanlari igin

(VgS)(Y,Z) = (V3S)(X,Z) (2.16)

denklemi saglanirsa, bu durumda (M,g) manifoldu % smifindan bir Einstein-benzeri

manifold olarak adlandirilir. Bu kosul asagidaki kosullardan birine denktir:
i) (M, g) manifoldunun Riemanniyen tensérii harmoniktir.
ii) (M, g) manifoldunun Weyl konformal egrilik tensérii harmoniktir ve (M, ) manifoldunun

skaler egriligi sabittir.

Tamim 2.1.1.3 [29] Bir (M,g) Riemanniyen manifoldu paralel Ricci tensériine sahip ise,

yani, M iizerindeki herhangi X Y , Z vektor alanlart icin

(VgS)(Y,Z)=0 2.17)



denklemi saglamirsa, (M, g) manifolduna 27 sinifindan Einstein-benzeri manifold denir. Bu

durumda (M, g) manifoldu Ricci simetrik manifold olarak da adlandirlir.

Tamm 2.1.1.4 [29] (M, §) manifoldu m-boyutlu bir Riemanniyen manifold ve 7 tensorii

27
m-+2

T=5——_3

seklinde tammlansin. Eger 7 tensirii Killing ise, bu durumda (M, g) manifolduna .9 & </
sinifindan Einstein-benzeri manifold denir. Bu kosul M iizerindeki herhangi X vektor alani

icin
0=(Vx7)(X,X) (2.18)

kosuluna denktir.

Tamim 2.1.1.5 [29] (M,g) manifoldu m-boyutlu bir Riemanniyen manifold olsun. Eger
(M, g) manifoldu sabit bir skaler egrilige sahip ise bu durumda (M, g) manifolduna </ ® %

sinifindan Einstein-benzeri manifold denir.

2.2. RIEMANNIYEN MANIiFOLDLARIN ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde bir Riemanniyen manifoldun altmanifoldu tanimi, altmanifoldlar i¢in saglanan

temel denklemler ve tanimlar verilmistir.

Tamm 2.2.1 [50] (M,g) ve (M,g) Riemanniyen manifoldlar: verilsin. Herhangi bir p € M
noktasinda, herhangi X,,,Y, € T,M icin,

8(Xp,Yp) = 8(dop(X),dep,(Y))

kosulunu saglayan bir ¢ : M — M doniisiimii tamimlansin. Bu durumda, @ doniisiimiine
izometrik doniisiim denir. @.,(X,) = 0 iken X, = 0 oldugundan, ¢. = d¢ tiirev doniisiimii
p noktasinda bire-bir bir doniisiimdiir. M manifoldunun herhangi bir noktasinda izometrik

olan bir ¢ doniisiimiine bir daldirma denir ve bu daldirma izometrik daldirma (isometric
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immersion) olarak adlandiriliv. Buna ek olarak, ¢ doniisiimii bire-bir ise ¢ doniisiimiine, M

manifoldundan M manifolduna bir izometrik gdmme (isometric imbedding) denir.

Tamm 2.2.2 [42]
1) M manifoldu, M manifoldunun bir topolojik alt uzayidr,

2) @ : M — M icerme déniisiimii diferansiyellenebilirdir ve her p € M noktasinda d@

diferansiyel doniisiimii bire-birdir,

kosullarini saglayan bir M Riemanniyen manifoldu bir M manifoldunun diferansiyellenebilir

altmanifoldu veya gémiilmiis altmanifoldu olarak adlandirilir.

Ornek. [42] 7 kiimesi, M manifoldunun bir agik alt kiimesi olsun. M manifoldunun
diferansiyellenebilir yapisin1 #* kiimesine kisitlayarak, # kiimesini M manifoldu ile ayni
boyuta sahip bir manifold yapan diferansiyellenebilir bir yap: kurulabilir. ¢ : ¥ — M
doniigiimii herhangi p € ¥, ¢(p) = p bigiminde tanimli olsun. Bu durumda ¢ (%") kiimesi,
M manifoldunun gomiilmiis bir altmanifoldu olur ve bu altmanifolda M manifoldunun agik

altmanifoldu denir.

Tamm 2.2.3 [50] M manifoldu, M manifoldunun altmanifoldu olsun ve @ : M — M icerme
fonksiyonu tanimlansin. ¥, M nin bir acik komsulugu olsun ve ¥ = M NV kosulu saglansmn.

Herhangi p € M icin

oluyorsa, yani d@,(X) = X, kosulu gercekleniyorsa, X € X (V') vektor alam X € 2 (V)

vektor alamnimin diferansiyellenebilir genislemesi olarak adlandirilir.

(M,g) ve M sirasi ile m-boyutlu Riemanniyen manifold ve m-boyutlu keyfi manifold olsun

ve ¢ : M — M daldirmasim gdz 6niine alalim. ¢ daldirmas1 M manifoldu iizerine
0,8(Xp,Yp) = 8(dey(X),dep(Y)); X,Y eT(TpM) , peM

kosulunu saglayan bir ¢@*g pozitif tanimli, simetrik, bilineer formunu indirger. Bu

Riemanniyen metrigi g ile gosterilsin. Bu durumda (M, g) bir Riemanniyen manifold ve ¢
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de izometrik daldirma olur. 1 — m sayis1 M altmanifoldunun ek boyutu olarak adlandirilir.
Burada, @(p) ile p noktalar1 ve @*(X) ile X € 2" (M) vektor alanlar 6zdes olarak kabul
edilir. p € M noktasinda, T,M ile M altmanifoldunun teget uzay1 gosterilsin. O halde, 7,M
, T,M teget uzaymin altvektor uzayidir. 7,M uzayina normal (dik) olan uzay TPLM ile
gosterilir. TPLM uzay1 normal uzay ve bu uzayin meydana getirdigi teget demet normal demet

olarak adlandirlir. Boylece T,M teget uzay1 igin

T,M=T,M& T, M (2.19)
veya

TM =TM&TM* (2.20)

seklinde ayrisir. Herhangi & € TpML vektoriine normal vektor denir. Normal vektor

alanlarimin kiimesi 2 (M) ile gosterilir.

M manifoldu bir (M,g) Riemanniyen manifoldu igine izometrik olarak gomiilmiis bir
altmanifold olsun. V, M manifoldunun g ile ilgili Levi-Civita koneksiyonunu ve V ve V=
sirast ile M iizerine indirgenmis ve indirgenmis normal koneksiyonu gostersin. Bu durumda,

herhangi X,Y € I'(TM) ve Z € T(T+M) igin, Gauss ve Weingarten formiilleri [59] sirasi ile
VxY = VxY +h(X,Y) , (2.21)

VxZ=—-AzX +V%Z , (2.22)

ile verilir. A, M manifoldunun ikinci temel formu ve Az, Z ile ilgili Weingarten

endomorfizmidir. Ikinci temel form & ve sekil operatorii A
g(h(X,Y),Z) =g(AzX,Y) (2.23)

ile baglantilidir.

Tanmm 2.2.4 [50] M bir Riemanniyen manifold ve M manifoldu M manifoldunun m-boyutlu

bir altmanifoldu olsun. {ey, e, ... ey}, M manifoldunun bir ortonormal bazi olmak iizere,
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M Riemanniyen manifoldunun H ortalama egrilik vektor alani

H = h(e,-,e,-)

On

1

seklinde tanmimlidur.

Tanmm 2.2.5 [50] M bir Riemanniyen manifold ve M manifoldu M manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. Eger M manifoldunun ikinci temel formu h = 0 ise M manifolduna M
icinde tiimel jeodezik denir. Eger ortalama egrilik vektor alant H = 0 ise M manifoduna
minimal denir. Eger her X,Y € T'(TM) i¢cin h(X,Y) = g(X,Y)H ise M manifolduna timel

umbilik denir.

Tanmm 2.2.6 [59] M bir Riemanniyen manifold ve M manifoldu M manifoldunun bir
altmanifoldu olsun. 9, ile 9>, M iizerinde iki dagilim olmak iizere, eger X € Y1 ve Y € 9
iken h(X,Y) = 0 oluyorsa, bu durumda M manifolduna (2,,%,)-karigik timel jeodeziktir

denir.

2.3. KAEHLERIYEN MANIFOLDLAR

Bu boliimde Kaehleriyen manifold kavrami ve bu manifoldun temel 6zellikleri verilecektir.

2.3.1. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Bu bolimde hemen hemen kompleks yapir kavramindan ve hemen hemen kompleks

manifold, hemen hemen Hermityen manifold gibi manifold simiflarindan bahsedilecektir.

Tanmm 2.3.1.1 [59] M, m-boyutlu bir Riemanniyen manifold olsun. M iizerinde bir J tensér
alany, her p € M i¢in T,M teget uzayinn

Ir=—I, (2.24)

kosulunu saglayan bir endomorfizmi ise J ye hemen hemen kompleks yap1 denir. Burada
I birim déniigiimdiir. M nin her noktasinda ayni J yapisina sahip M manifolduna hemen

hemen kompleks manifold denir.
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Tamm 2.3.1.2 [59] M manifoldu, J hemen hemen kompleks yapisina sahip bir hemen

hemen kompleks manifold olsun. M iizerinde herhangi X ve Y vektor alam igin,
FUR.IT) = 2(X, ) (2.25)

kosulu saglaniyorsa g Riemanniyen metrigine Hermityen metrik denir. Uzerinde Hermityen
metrik tamimlanan bir hemen hemen kompleks manifolda hemen hemen Hermityen manifold

denir.

Ornek. [59] C", (z1,...,z,) elemanlarindan olugan kompleks vektdr uzay1 olsun.
=X+ x e €ER, k=1,...n
olmak iizere, C", R?" reel vektor uzayl,

(Zl,---,Zn) — (xla"'rxn?ylv"'ayn)

lineer izomorfisi ile tanimlanabilir. R?* uzayinin kanonik kompleks yap: olarak adlandirilan

kompleks yapisi
JO : (-xla"'axn7y17"'7yi’l> — (ylv"'ayi’h_xlv"'y_xn)
seklinde tanimlanir. R?" uzaymin dogal bazi cinsinden kanonik kompleks yapist,

0 I,
-1, O

Jo=

seklinde hesapanur.

Tamim 2.3.1.3 [59] (M, §,J) bir hemen hemen Hermityen manifold olsun. Eger, her XY €
2 (M),

(VgJ)¥ =0

ise, baska deyisle J paralel ise M ye bir Kaehleriyen manifold denir.
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Tamm 2.3.1.4 [30] (M,g,J) hemen hemen Hermityen manifold olsun. N tensérii, M
manifoldunun Nijenhuis tensérii olmak iizere, herhangi X,Y € 2 (M) icin, N(X,Y) = 0 ise

M manifolduna Hermityen manifold denir.

2.3.2. Bir Hemen Hemen Hermityen Manifoldun Baz1 Altmanifoldlar:

Bu boliimde bir hemen hemen Hermityen manifoldlarin, holomorfik, tiimel-reel ve egik

altmanifoldlar1 gibi 6nemli altmanifold siniflarinin tanimi verilecektir.

M manifoldu, (M, J, g) hemen hemen Hermityen manifoldu i¢ine izometrik olarak gdmiilmiis
bir Riemanniyen altmanifold olsun. M manifoldunun metrik tensoriiniin yanisira, M

manifoldunun metrik tensorii de g ile gosterilmistir.

Tamm 2.3.2.1 [59] M manifoldu, (M,J,g) hemen hemen Hermityen manifoldu igine
izometrik olarak gomiilmiis bir Riemanniyen altmanifold olsun. Herhangi p € M i¢in, T,M
teget uzayr J altinda degismez kaliyorsa, yani J(T,M) C T,M kosulu gercekleniyorsa, M
manifolduna M manifoldunun bir holomorfik altmanifoldu veya degismez altmanifoldu,
J(T,M) C TpLM kosulu gercekleniyorsa M manifolduna M manifoldunun bir tiimel reel

(totally real) altmanifoldu veya ters-degismez altmanifoldu denir.

Tamim 2.3.2.2 [14] M manifoldu, (M,J,g) hemen hemen Hermityen manifoldunun
izometrik olarak gomiilmiis bir Riemanniyen altmanifoldu olsun. Herhangi p € M noktasinda
M manifolduna teget herhangi X vektor alam igin, JX ile T,M teget uzayr arasindaki

act 0(X) ile gosterilir ve bu a¢t X in Wirtinger agist olarak adlandirilir ve herhangi

X,Y e I(T,M) icin

_ leUX,Y) |

cosO(X) = XY

ile tamumlamir. X sifirdan farkli bir vektor alani olmak iizere, 0(X) Wirtinger agist sabit
ise (p € M ve X € T,M vektor alammin seciminden bagimsiz ise) bu durumda M ye M

manifoldunun bir egik (slant) altmanifoldu denir.

Bu tanim holomorfik ve tiimel reel altmanifold kavramlarinin bir genellestirmesidir.

Gergekten, holomorfik ve tiimel-reel altmanifoldlar sirasiyla @ = 0 ve 6 = 7 Wirtinger
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acilarina karsilik gelen altmanifoldlardir. Eger, bir egik altmanifold ne holomorfik ne de
tiimel reel altmanifold ise o altmanifolda bir has (proper) egik altmanifold denir. Daha fazla

ayrinti i¢in [14] referansina bakilabilir.

Tamim 2.3.2.3 [14] (M,J,g) bir hemen hemen Hermityen manifold ve M manifoldu M
icine izometrik olarak gomiilmiis bir Riemanniyen manifold olsun. 9 dagilimi M iizerinde
herhangi bir dagilim olsun. Eger, herhangi U € 9, icin JU ile &), arasindaki 0 agisi sabit
ise yani p € M ile U € 9, vektor alammin segciminden bagimsiz ise bu durumda 2 dagilimina
egik dagilim denir. 0 sabit acis1 ¥ egik dagiliminin egik acis1 olarak adlandirilir. Bir egik

dagilim ne holomorfik ne de tiimel reel dagilim ise has denir.

M iizerindeki holomorfik ve tiimel reel dagilimlar siras1 ile 6 = 0 ve 6 = 7 egik acilarina

karsilik gelen dagilimlardir.

M bir hemen hemen Hermityen manifoldun bir altmanifoldu olmak iizere, herhangi X €

['(TM) igin
JX =PX+FX , (2.26)

yazilabilir, burada PX ve FX sirasi ile JX in teget ve normal kisimlaridir.

Benzer sekilde, herhangi Z € T'(T+M) igin,
JZ=tZ+nZ , (2.27)

yazilabilir, burada Z ve nZ, JZ nin sirasi ile teget ve normal kisimlaridir.

Tamim 2.3.2.4 [43] Bir (M,J,0,g) hemen hemen Hermityen manifoldun bir M
altmanifoldunun TM teget demeti 27 holomorfik ve 29 egik dagilimlarimin ortogonal

tiimleyen ayrisimina izin veriyorsa, yani,
™ = 9" & 9° (2.28)

gercekleniyorsa M manifolduna yari-egik altmanifold denir.
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Eger Boy(2") # {0} ve 6 # 0,5 ise M yar1 egik altmanifolduna has altmanifold denir.

Bu durumda M yari-egik altmanifoldunun 7--M normal demeti
T*M=F%2%°¢9 (2.29)

seklinde ayrigir, bu kissmda 2, F2° dagihmunin T+M icindeki ortogonal tiimleyen

dagilimudir ve J ye gore TM nin degismez altdemetidir.

Tamm 2.3.2.5 [43] Bir (M,J,®,g) hemen hemen Hermityen manifoldunun bir M
altmanifoldunun TM teget demeti 2 tiimel reel ve 2 egik dagiliminin ortogonal tiimleyen

ayrisinuna izin veriyorsa, yani,
™ =9+ o 9° (2.30)

kosulu gercekleniyorsa M manifolduna kismi-egik altmanifold denir.

Eger Boy(2+) # {0} ve 6 # 0,7 ise M kismi-egik altmanifolduna has denir.
Bu durumda M kismi-egik altmanifoldunun 7-M normal demeti
T*M=J2+aF2°09 , (2.31)

seklinde ayrisir, bu kisimda 2 dagihimi J2+ @ F 29 dagiliminin T4M icindeki tiimleyen

dagilimidir ve T-M nin J ye gore degismez alt demetidir.

Bir yar1-egik ve kismi-egik altmanifold [46, 48] i¢cin
P2V = —cos?0V , (2.32)
g(PU,PV) = cos’0g(U,V) ve g(FU,FV) =sin’0g(U,V) (2.33)

denklemleri gegerlidir, burada U,V € I'(29).

Uyan 2.3.2.6 [46] Carriazo [9] tarafindan kismi-egik altmanifoldlar, ters-egik

altmanifoldlar adi altinda bi-egik altmanifoldlarin ozel bir durumu olarak tanimlanmistir.
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Fakat 'ters-egik" tanimi egik parcasi olmayan altmanifoldu andirdigt icin kismi-egik

altmanifold ifadesi tercih edilir.

Uyari 2.3.2.7 [46] Hemen hemen Hermityen manifoldlarin has kismi-egik altmanifoldlar:

ve has yari-egik altmanifoldlari arasinda herhangi bir kapsama bagintis1 gecerli degildir.

Asagida yari-egik ve kismi-egik altmanifoldlara 6rnekler verilmistir.

Ornek. [47] M, R® Oklidyen uzayinin

X = icosoc,xzzisin(x,)g:

V2 V2

X4:O,X5:t,X6:t,(P?£O

ﬁ»

ile taniml1 bir altmanifoldu olsun. 7M nin yerel catisi

Z, = —isinai-l-iCOS(Xi

\/E 3x1 \/§ 8x2 ’

Z —Lcosai_i_LSlnai_i_Li
PTV20 ox V2 om V20nm
sl 29
3_aX5 8x6

seklinde elde edilir. Buradan R® nin J standart kompleks yapist kullanilarak

JZ, = —icosai—isina J

V2 oxi 2 oxy’

JZzz—Lsinai—f—Lcosai—kLi,
V2 ox1 2 dxy  \/20dx4
P
dxs dxg
bulunur.
05O — |g(JZ2;ZI)‘_é_ 2

| JZ, || Zy | 7 V2

oldugundan 29 = span{Z,,Z,} dagilimi, 6 :g egik acili egik dagilmdir ve 2+ =

span{Z3} oldugu kolayca goriilebilir. O halde M, R® nin has kismi-egik altmanifoldudur.
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Ornek. (y1,...,y6), R® 6-boyutlu Oklidyen uzaymin dogal koordinatlar1 ve (J,gg), R®
tizerinde alisilmis Kaehler yapisi olsun. Bu durumda(Rﬁ,J ,80) bir Kaehler manifolddur. o,
RR® iizerinde tanmimli diizgiin bir fonksiyon olmak iizere go metrigine konformal olan g = €% g

Riemanniyen metrigi icin (R®,J, g) bir g.k.K. manifolddur.

M manifoldu (R®,J, g) uzayinmn

)’1:xa)’2=}’»)’3:M+V7Y4:—M+V,)’5:”ay6:Oa

ile tanimli altmanifoldu olsun, burada x,y,u,v # 0. Bu durumda, M maifoldunun 7M teget

demetinin yerel ortonormal cat1 alani

1

1
s +ds) Ve (o).
\/5(3 4+5) ﬁ(3+4>

ile verilir, burada i € {1,2,...,6} i¢in d; = % Bu durumda 2 = span{X,Y} bir holomorfik

X=0,Y=0d, U=

dagilim 29 = span{U,V}, 6 = cosfl(\/lg) egik agisina sahip bir has egik dagilim olur.

Boylece M manifoldu (R®,J, g) uzaymmn has yari-egik altmanifoldudur.

2.4. GLOBAL VE YEREL KONFORMAL KAEHLER MANIFOLDLAR

Tamm 2.4.1 [23] (M, J,g) manifoldu 2m-boyutlu bir Hermityen manifold olsun. Her p € M
noktasinin bir % actk komsulugu var olsun ve bu komsulukta o : % — R diizgiin fonksiyonu
tammlansin. Eger § = e~ °gly, metrigi % komsulugu iizerinde bir Kaehler metrigi ise bu
durumda (M, J,g) manifolduna yerel konformal Kaehler manifold (kisaca y.k.K. manifold)
denir. Eger % = M ise bu durumda (M,J,g) manifolduna global konformal Kaehler
manifold (kisaca g.k.K. manifold) denir.

Teorem 2.4.2 [23] (M,J,g) bir Hermityen manifold ve Q, M iizerindeki herhangi X ve
Y vekior alanlart icin Q(X,Y) = g(X,JY) seklinde tammli 2— form olsun. Bu durumda
(M, J, g) manifoldunun bir y.k.K. manifold olmasi icin gerek ve yeter kosul

dQ=wANQ ve do=0 (2.34)

seklinde tamumli global olarak tanmimli bir @ 1-formunun var olmasudir.
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Kapali 1— form o, (M ,J,£) y.k.K. manifoldunun Lee formu olarak adlandirilir. Ek olarak,
eger  Lee formu tam ise (M,J,g) manifoldu g.k.K. manifold olur. Bu durumda ® = do

[58] olur. Lee vektir alani B, M iizerideki herhangi X vektor alani igin

o(X)=g(B,X) (2.35)

ile tanimlanir. Global konformal Kaehler durumunun, yerel konformal Kaehler durumunun
6zel bir hali oldugu goriilebilir. V ve V, sirasi ile § = e~ g ve g metrigi ile ilgili M iizerindeki
Levi Civita koneksiyonlarim gostermektedir. Bu durumda [23], M iizerindeki herhangi X ve

Y vektor alanlari icin
VT =T %{w()?)?+w(?))‘(— g()_(,Y)B} (236)
elde edilir.

V koneksiyonu M iizerinde torsiyonsuz lineer bir koneksiyondur. ve g metriginin Weyl

koneksiyonu olarak adlandirilir. V Weyl koneksiyonunun
VJ=0 (2.37)

kosulunu sagladig1 kolayca goriiliir. Y.k.K.ve g.k.K. manifoldu ile ilgili, 6rnekler ve daha

fazla ayrinti i¢in [23] referansina bakilabilir.

Uyan 2.4.3 Bu calisma boyunca, (M,J,®,g) ile ® Lee formuna sahip bir g.k.K. manifold

gosterilmigtir.

M bir (M,J,®,g) g.k K. manifoldunun herhangi bir altmanifoldu olsun. Bu durumda Vile
ilgili Gauss ve Weingarten formiilleri herhangi X, Y € T'(TM) ve Z € T'(T+M) igin

VxY =VxY +h(X,Y) , (2.38)

VxZ=—AzX +V%Z (2.39)

ile verilir. Bu durumda, (2.36), (2.21)~(2.39) denkemleri kullanilirsa,

Vy¥ = VxY— %{a)(X)Y—I—a)(Y)X—g(X,Y)BT}, (2.40)
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h(X,Y)= h(X,Y)+1g(X,Y)B, (2.41)
AzZX = AZX+i0(Z)X, (2.42)

iligkileri elde edilir, burada X,Y € I'(TM) ve Z € T(T+M) ve BT ile BY sirasi ile B vektor

alaninin teget ve normal kisimlaridir.

2.5. CIFT BUKULMUS CARPIM MANIFOLDLAR

Bu boliimde ¢ift biikiilmiis carpim manifoldunun tanimi, alt simiflar1 ve kovaryant tiirev

formiilleri verilecektir.

Tamim 2.5.1 M| ve M, sirast ile g1 ve gy metriklerine sahip Riemanniyen manifoldlar ve
f1 ve fo, My X M, iizerinde tamimli pozitif diizgiin fonksiyonlar olsun. Bu durumda ¢ift

biikiilmiig ¢arpim manifold [45] M) X s, M,

g=flrig + fi’men, (2.43)

ile tanimly g metrigine sahip M = My x M, carpim manifoldudur. Burada 7; : My x M, — M;,
i = 1,2 i¢in standart izdiisiimlerdir. Her f; fonksiyonuna g, M\ X s, M ¢ift biikiilmiis ¢arpim
manifoldunun biikiilmiis fonksiyonu denir. Eger f| ve f> biikiilmiis fonksiyonlart sirast ile
sadece My ve M, manifoldlarinin noktalarina bagh olursa, bu durumda g, M\ X s, M ¢carpim
manifoldu ¢ift carpik ¢arpim manifold [25] olarak adlandirilir ve f; fonksiyonlarina ¢ift
carpik carpim manifoldunun carpik fonksiyonlart denir. Eger fi = 1 veya f = 1 ise, bu
durumda g, My X 5, M3 ¢ift carpik ¢arpum manifoldu bir ¢arpik ¢carpim manifold olur [6].

M1 X g My bir ¢ift biikiilmiis ¢carpim olsun. Eger fi =1 veya f, =1 ise, bu durumda
My X 5, My manifolduna f\ ya da f, biikiilmiis fonksiyonuna sahip biikiilmiig ¢arpim [/8]
manifold denir. Carpik ¢carpim ya da biikiilmiis ¢arpim durumunda , y,M; X s, M» gosterimi
My X My ya da My X 5, M5 sekline déniisiir. Ek olarak, hem f hem de f> fonksiyonu sabit
ise, bu durumda ¢, M; X s, My manifoldu alisilmig ya da direkt ¢arpim manifold [16] olarak

adlandirilir.

;M1 X 5, M> manifoldu V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir ¢ift biikiilmiig ¢arpim olsun.

Burada V koneksiyonu (2.43) denkleminde verilen g metrigi ile iliskilidir. V/ koneksiyonu
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i € {1,2} i¢in M; manifoldunun Levi-Civita koneksiyonunu gostersin. Uygunluk agisindan,
M; iizerindeki vektor alanlarmin liftlerinin kiimesi .2 (M;) ile gosterilir ve bir vektor alani
ve onun lifti icin ayn1 notasyon kullanilir. Diger taraftan, 7; bir izometri ve m, bir pozitif
homotetidir, bu yiizden Levi-Civita koneksiyonunu korurlar. Boylece, M; iizerindeki bir

koneksiyon ve onun 7; ile geri ¢cekilmisi i¢in ayni notasyonu kullanmak karisiklik yaratmaz.

Asagida cift biikiilmiis carpim manifoldlarin kovaryant tiirev formiilleri verilmistir.

Onerme 2.5.2 [26] My Xy My bir ¢ift biikiilmiis ¢arpum manifold olsun. Bu durumda
X,Y € Z(M))ve U,V € L (M) icin

VxY =ViY +X(Info)Y +Y(Inf)X — g(X,Y)Vinf, (2.44)
VxV =VyX =X(Inf;)V +V(Infr)X (2.45)
VyV =ViV4+U(Inf))V+V(Inf))U —g(U,V)Vin fi (2.46)

esitlikleri gerceklenir.

Asagida cift biikiilmiis carpim manifoldlar1 ve onun 6zel durumlarin1 karakterize eden bir

Oonerme verilmisgtir.

Onerme 2.5.3 (Proposition 3 [45]) g metrigi bir My X M» carpim manifoldu iizerinde bir
sozde-Riemanniyen metrik olsun ve &) ve 2, standart yapraklanmalari her yerde dik

kesigsinler. Bu durumda g metriginin

i) bir ;M\ Xy, M3 ¢ift biikiilmiis ¢arpim manifoldunun metrik tensorii olmasi igin gerek ve

veter kosul £\ ve £, nin tiimel umbilik yapraklanma olmasidr,

ii) bir My X y, M biikiilmiis ¢arpim manifoldunun metrik tensérii olmast icin gerek ve yeter

kosul £ in tiimel jeodezik, &> nin tiimel umbilik yapraklanma olmasidir,

iit) bir My X s, My ¢arpik carpim manifoldunun metrik tensérii olmasi icin gerek ve yeter

kosul £ in tiimel jeodezik, &> nin kiiresel yapraklanma olmasidir,

iv) sozde-Riemanniyen manifoldlarin alisilmis carpimimin metrik tensorii olmasi icin gerek

ve yeter kosul L1 ve £, nin tiimel jeodezik yapraklanma olmasidir.
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£,My % 5, M bir ¢ift biikiilmiis ¢arpim manifold olsun. Bu durumda, herhangi X,Y € .2 (M)
icin [26]

K (X,Y) = XY (k) — (VyY)(k). (2.47)

tensOrii tanimlansin. Bu durumda, herhangi U € £ (M) icin k fonksiyonunun (M,g)

iizerindeki #* Hessiyen formu
KX, U) = XU (k) = X (k)U (1) — X (k)V (k) (2.48)

XYY =rK(X,Y) = X(D)Y (k) = X (k)Y (1) + g(X,Y)g(Vk,VI) (2.49)

denklemlerini gergekler. Burada k = In(f1) ve [ = In(f> o my).

2.5.1. Cift Carpik Carpim Altmanifoldlar

Bu boliimde, cift carpik carpim altmanifoldlar i¢cin gegerli olan kovaryant tiirev formiilleri
verilmigtir. Keyfi Riemanniyen manifoldlarin ¢ift carpik carpim altmanifoldlart i¢in genel

bir esitsizlik Teorem 3 [41] de kanitlanmustir.

M X 5, Mp manifoldu bir (M, g) Riemanniyen manifoldunun

g=(from)*mi(g1)+ (fiom)*ms(g2) (2.50)

ile tanimli g metrigine sahip bir cift carpik carpim altmanifoldu olsun. Bu durumda,

kovaryant tiirev formiilleri (2.44)~(2.46)

VxY =ViY¥ —g(X,Y)V(Infrom) , (2.51)
?VX = ?XV = V(lnfz o 7172)X —|—X(1nf1 o 7171)V ) (2.52)
VyV =ViV —g(U,V)V(Infiom) (2.53)

formiillerine indirgenir, burada X,Y € £ (M;) ve U,V € £ (M;).

My x {p2} ve {p1} x M, manifoldlar1 ;,M; Xy M, icinde kapali ortalama egrilik vektor
alanlarina sahip tiimel umbilik altmanifoldlardir [40], burada p; € M| and p; € M,. Bir cift
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carpik carpim manifold ne ¢arpik carpim ne de direkt ¢arpim ise asikar olmayandir.

Uyan 2.5.1.1 [25] Bir ¢ift carpik ¢carpim manifold g, M\ X s, M3 icin,

V(infiom) = Vi(nfiom)

(f207752)2 (2.54)

?(lnfz o 77:2) = sz(lnfz o 77,'2).

denklemleri gerceklenir. Bu denklemlerden ve (2.50) ve (2.54) denklemlerinden, kovaryant

tiirev formiilleri (2.51) ve (2.53) sirasi ile

Ty = viy_ 2o 0 pivag 2.55

Xt = Vx _(floﬂf'l)zgl( ) ) (nf20ﬂ2)7 ( )
o 2

VyV =V3V — %gz(U,V)Vl(ln fiom) (2.56)

seklinde ifade edilir, burada X,Y € .Z(M;) ve U,V € £ (M;).
Cift carpik carpimlarla ilgili daha fazla detay icin , [25], [31], [40] ve [57] calismalari

incelenebilir.

Uyan 2.5.1.2 Su andan itibaren, bir carpik fonksiyon i = 1,2 icin f; ile onun geri ¢ekilmisi

fiom; icin aynt sembol kullanilacaktiv, yani f; = fiom,.

Asagida cift carpik carpim manifoldlari karakterize eden bir yardimci teorem verilmistir.

Lemma 2.5.1.3 (Lemma 3.1.1 [40]) y,M\ X ¢, M3 bir ¢ift biikiilmiis ¢carpim olsun. z,My X g,
M, manifoldunun bir c¢ift carpik carpim olmast icin gerek ve yeter kosul standart

yvapraklanmalarin ortalama egrilik vektor alanlarinin kapali olmasidtr.
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3. MALZEME VE YONTEM

Tezin Oziinii olusturan bir g.k.K. manifoldun konformal-biikiilmiis ve carpik-biikiilmiis
carpim manifoldlarinin varligi incelenmistir ve bu tarz altmanifoldlar karakterize edilmistir.
Ayrica Einstein-like carpik-biikiilmiis carpim manifoldlarin carpan manifoldlar1 da
Einstein-like manifold olma agisindan incelenmistir. Bu kavramlarin tarih i¢cindeki olusum
stireci hakkinda genel bilgiler verilmistir. Bulgular icin diferansiyel geometrideki temel
tanimlardan, teoremlerden ve altmanifold teorisindeki temel denklemler ve sonuglardan

yararlanilmustir.

Bu calisma yapilirken diferansiyel geometrinin dali olan manifoldlar ve altmanifoldlar
teorisi ile ilgili kitaplar ve makaleler, kiitiiphane ve web aracilifi ile taranmustir. Bir
g.k.K. manifoldun konformal-biikiilmiis ve c¢arpik-biikiilmiis carpim altmanifoldlar1 ve
Einstein-like carpik-biikiilmiis carpim manifoldlar ile ilgili sonuclarin elde edilmesi i¢in bu
konu ile ilgili makaleler kronolojik olarak incelenmistir. Tezin dokiiman haline getirilmesi

icin Latex programi kullanilmugtir.
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4. BULGULAR

4.1. KONFORMAL-BUKULMUS CARPIM MANIFOLDLAR

(My,g1) ve (M3, g>) Riemanniyen manifoldlar ve f, : Mj — (0,00) ve f} : M} x My — (0,0)

diizgiin fonksiyonlar olsun. Konformal-biikiilmiis carpum [52],

g=(from)*x(g1)+ (fiom)*m; (g2), (4.1)

ile tamimlhi g metrigine sahip, M| X M, carpim manifoldudur. Burada m; ve m, M| X M,
manifoldundan siras1 ile M; ve M, manifoldlar1 iizerine standart izdiisiimlerdir.
Notasyonda kolaylik igin, (M,g) Riemanniyen manifoldu ;M Xz M, ile gosterilir.
Konformal-biikiilmiis ¢arpim manifoldlar i¢in, f> fonksiyonu konformal carpan ve fi

fonksiyonu biikiilmiis fonksiyon olarak adlandirilir.

(M1 Xy Ma,g), V Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir konformal-biikiilmiis ¢arpim
manifold olsun. V' koneksiyonu i € {1,2} icin M; manifoldlarimin Levi-Civita

koneksiyonunu gostersin. Bu durumda, herhangi X,Y € (M) ve U,V € £ (M) i¢in

VxY =ViY +X(Inf)Y +Y(In o)X — g(X,Y)VInf> (4.2)
VyX =VxV =X(Inf})V , (4.3)
VyV =V3V+U(Infi)V+V(Inf)U —g(U,V)Vin f;. (4.4)

(M3, g>) manifoldu (p,M; x5 M>,g) konformal-biikiilmiis carpim manifoldunun [ifi ve

(M1, g1) ise baz manifoldu olarak adlandirilir.

Uyani 4.1.1 Cift biikiilmiis ¢carpum ve konformal-biikiilmiis carpim tanumindan goriildiigii
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gibi, konformal-biikiilmiis ¢carpim, ¢ift biikiilmiis carpimin ézel bir durumudur. Gergekten,
konformal-biikiilmiis ¢arpim durumunda (4.2)~(4.4) kovaryant tiirev formiilleri, c¢ift

biikiilmiis carpim durumundakilerin daha basit halleridir, (bkz. Lemma 2.1 [31]).

4.1.1. Bir G.k.K. Manifoldun Yari-Egik Altmanifoldlar

Bu boliimde, bir g.k.K. manifoldun yari-egik altmanifoldlart icin gecerli olan ve ana

teoremlerde kullanilacak olan bazi sonuglar verilmistir.

Lemma 4.1.1.1 M manifoldu bir (M, J, @, g) g.k.K. manifoldunun bir yari-egik altmanifoldu
olsun. Bu durumda herhangi X,Y € T(27) ve V € T(29) icin

g(VXY,V) = cscze{g(AFVJY —AFpVy,X) + %CO(FV)g(JY,X)
4.5)
~S0(FPVY) b~ Jo(V)elx 1)

denklemi gerceklenir.

Ispat. XY € T(27) ve V € T(29) olsun. (M,J,w,§ = e °g) bir Kaehler manifold
oldugundan, (2.37), (2.38), (2.39) ve (2.26) denklemleri kullanilirsa,

g(VxY,V) =g(VxY,V)=g(VxJY,JV)

g(VxJY,PV)+g(VxJY,FV)

—§(VxY,JPV) +g(ApyX,JY) (4.6)
= —g(VxY,P?V)—g(VxY,FPV) +g(ApyX,JY)

= cos203(VxY, V) +§(ApyJY,X) — §(AppyY,X)

elde edilir. Boylece,
g(VxY,V) = csc?03(ApyJY, X) — §(AppvY,X)

bulunur. (2.35), (2.40) ve (2.42) denklemlerinden, (4.5) denklemine ulagilir. ]

(4.5) denkleminden, asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.1.1.2 M manifoldu bir (M,J,®,g) gkK manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda 97 holomorfik dagiliminin tiimel jeodezik olmast icin gerek

ve yeter kosul herhangi X,Y € T(27) ve V € T'(29) icin
1
g(AF‘/JY —AFPVy,X) = 5{ (Sil’lzew(V) + (D(FPV))g(Y,X) — a)(FV)g(JY,X)} 4.7)

denkleminin gerceklenmesidir.

Ispat. 27 holomorfik dagilimimin tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi
X, Y eT(2T)ve V eT'(2?) igin g(VxY,V) = 0 olmasidir. (4.5) denkleminden, g(VxY,V) =

0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.7) denkleminin saglanmasidir. U

Lemma 4.1.1.3 M bir (M,J, ®,g) g.k.K. manifoldunun bir yari-egik altmanifoldu olsun. Bu
durumda herhangi X € T(27) ve U,V € T(29) icin

g(VUV,X) — —CSCzeg (AF\/JX —AFP\/X,U> — %C()(X)g(U,V) (4.8)

denklemi saglanir.

Ispat. X € T'(27) ve U,V € T(2?) olsun. (M,J,®,§ = e °g) bir Kaehler manifold
oldugundan, (2.37), (2.38), (2.39) ve (2.26) denklemleri kullanilirsa,

( uPV, JX) +g‘(ﬁ FV,JX)
—§(VyJPV,X) — g(ApyJX,U) (4.9)

)—
= —g(VUPZV X)—§(VyFPV,X) - g(ApyJX,U)
= COSZGg(VUV,X) + ( FPVX7U) _g(AFVJX7U)

elde edilir. Boylece
g(@UV,X) =— Csczeg(Apva —AFPVX, U)

bulunur. (2.35), (2.40) ve (2.42) denklemleri kullanilirsa, (4.8) denklemine ulasilir. [

(4.8) denkleminden, asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.1.1.4 M manifoldu bir (M,J,®,g) gkK. manifoldunun has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda 2° egik dagilimimin integrallenebilir olmasi icin

gerek ve yeter kosul herhangi X € T(27) ve U,V € T(2?) icin
g(ApyJX —AppyX,U) = g(ApyJX — AppyX,V) (4.10)

denkleminin saglanmasidrr.

Ispat. 29 egik dagiliminin integrallenebilir olmas icin gerek ve yeter kosul herhangi U,V €
['(2%) ve X € T(27) igin g([U,V],X) = 0 olmasidir. (4.8) denkleminden, g([U,V],X) = 0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.10) denkleminin saglanmasidir. U

Asagida 29 dagilimimin tiimel jeodezik ve 27 dagiliminin integrallenebilir olmasi kosullar:

verilmistir.

Teorem 4.1.1.5 M manifoldu bir (M,J,0,g) g.k.K. manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda 2° egik dagilimmn tiimel jeodezik olmasi icin gerek ve

yeter kosul herhangi X ¢ T(27) ve U,V € T(29) icin
g(Apv.]X—AFPVx,U): —%sinzea)(X)g(U,V) (411)
denkleminin saglanmasidir.

Ispat. 29 egik dagilimmin tiimel jeodezik olmast igin gerek ve yeter kosul herhangi U,V €
['(29) ve X e T(27) icin g(VyV,X) = 0 olmasidir. (4.8) denkleminden, g(VyV,X) =0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.11) denkleminin saglanmasidir. U

Uyan 4.1.1.6 Tastan ve Tripathi [53], 2° egik dagiliminin tiimel jeodezik olmast icin farkl

bir kosul vermigtir.

Teorem 4.1.1.7 M manifoldu bir (M,J,®,g) g.k.K. manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda 97 holomorfik dagiliminin integrallenebilir olmast icin

gerek ve yeter kosul herhangi X,Y € T(27) ve V € T(29) icin

g(AF\/JY —AFpVy,X) + CO(FV)g(JY,X) = g(Apv.]X —AFpVx,Y) (4.12)
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denkleminin saglanmasidir.

Ispat. 27 holomorfik dagiliminin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul
herhangi X,Y € T(27) ve V € T'(29) i¢in g([X,Y],V) = 0 olmasidir. (4.6) denkleminden,
g([X,Y],V) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul (4.12) denkleminin saglanmasidir. O

Uyan 4.1.1.8 Tastan ve Tripathi [53], 27 holomorfik dagilimimin integrallenebilir olmast

icin farkly bir kosul vermigtir.

Uyar1 4.1.1.9 Bu kisimda, bir (M, J, @, g) g.k.K. manifoldunun bir M yari-egik altmanifoldu
icin, BM = BT + BY kabul edilmigtir, burada BT ve B, BM vektor alanimun swrast ile 27 ve

29 dagilimlarina teget parcalaridir.

4.1.2. Bir G.k.K. Manifoldun szT Xpn M ® Formundaki Konformal-Biikiilmiis
Carpim Yari1-Egik Altmanifoldlar:

Bu boliimde, bir g.k.K. manifoldun f; konformal carpanina ve f; biikiilmiis fonksiyonuna

sahip M T x nM 9 tipindeki konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldlar

calisilmistir. Burada, M7 ve M9 sirasi ile g.k.K. manifoldunun bir holomorfik ve bir egik

altmanifoldudur. i1k olarak bir g.k.K. manifoldun bu tip bir altmanifolduna 6rnek verilmistir.

Ornek. (z1,...,2¢) alt1 boyutlu R® Oklidyen uzayinin dogal koordinatlari olsun ve RS =
{(z1,...,26) € R® : 21,22,25 # 0} ile tammlansin. Bu durumda (R,J,g¢), (/,g0) alisilmus
Kaehler yapisina sahip bir Kaehler manifolddur. Simdi, e° = (Z1z2)2 olmak iizere, R®
tizerinde gy metrigine konformal olan g = ¢®g(p Riemanniyen metrigi alinsin. Bu durumda

(R6,J ,&), bir g.k.K. manifolddur. M,

A=x,2=y,B3=u+v,u=—u+v,z5=u,726 =0,

ile verilen bir altmanifold olsun, burada x,y,u # 0 ve v > 1. Bu durumda, M nin TM teget

demetinin yerel ortonormal cat1 alan1

1 1
— L=t dsh, V= sy,
AR B

ile verilir, burada i € {1,2,...,6} i¢in d; = % Bu durumda 27 = span{X,Y} bir holomorfik

X=0d,Y=0, U=

dagilim ve 2% = span{U,V}, 6 = cos™! (16) egik agisina sahip bir (has) egik dagilim olur.

N
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Boylece, M manifoldu (R®,J,g) manifoldunun bir has yari-egik altmanifoldudur. 27 ve
2°? dagilimlarinin integrallenebilir oldugu kolayca elde edilebilir. 27 ve 29 dagilimlarinin
integral manifoldlar siras1 ile M7 ve M? ile gosterilsin. g7 ve gg sirasi ile M7 ve M,
go Kaehler metrigi ile ilgili olarak indirgenmis metrik olsunlar. M? iizerinde gg = —86
konformal metrigi se¢ilsin. M lizerinde x = z; ve y = z» oldugundan, M manifoldun‘l)m g

konformal Kaehler metriginden indirgenmis metrigi

ds® = (x)*(dx® +dy?) + (xy)*(du? +dv?)

= x’y’gr +x7yge

= y2gr +2yVge
olur. Béylece, M manifoldu (M7, g7) ve (M?,gg) manifoldlarinin bir konformal-biikiilmiis
carpimidir. Bu yiizden, M manifoldu, (R®,J,¢) g.k.K. manifoldunun szT XpM 9 tipinde
asikar olmayan bir konformal-biikiilmiis ¢carpim has yari-egik altmanifoldudur. Konformal
carpani f, = xy ve biikiilmiig fonksiyonu f; = xyv dir. Dahas1 (R6,J ,g) nin Lee formu
o= 2{ idx#— idy} olur. Sonug olarak, Lee vektor alani,

p_2 [19 19
~ ()2 \xdx  yody

ile verilir ve M7 ye tegettir.

Lemmad.1.2.1 M =;, M! x5 M® bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis ¢carpum yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, her V € I'(TM 9)

icin

(V) =0. (4.13)

Ispat. M = MU xy M 9 bir (M,J,w,g) gk.K. manifoldunun bir konformal-biikiilmiis
¢arpim yari-egik altmanifoldu olsun ve V € T'(TM?) ve X,Y € T'(TMT) olsun. Bu durumda,
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dis diferansiyel formiiliinden (bkz. [59], s. 17),

3dQ(V,X,Y) = VQ(X,Y)+XQ(Y,V)+YQ(V,X)

—Q([V.X],Y) —Q([x,Y],V) - Q([t,V].X)
= Vg(X,JY)—Xg(JY,V)+Yg(V,JX)
—8([V.X],JY) +g(J[X,Y],V) = g([Y,V],JX)

elde edilir. Burada, M bir yari-egik altmanifold oldugundan g(JY,V) = g(V,JX) = 0. Aym
zamanda, (4.3) denkleminden, [V,X| = [Y,V]| = 0 elde edilir ve (4.2) denkleminden [X,Y] =
V1Y — VIX elde edilir. Bu yiizden J[X,Y] € T(TM?T). Boylece,

3dQ(V,X,Y) = Vg(X,JY)
= g(VyX,JY)+g(VvY,JX)

bulunur. Tekrar (4.3) denklemi kullanilirsa,
3dQ(V,X,Y) =X(Inb)g(V,JY)+Y(Inb)g(V,JX) =0
bulunur. Bu yiizden dQ(V,X,Y) = 0. Diger taraftan, (2.34) denkleminden

dQ(V,X,Y) = oAQ(V,X,Y)
= o(V)QX,Y)+ 0(X)QY,V) +o(Y)Q(V,X)
= o(V)g(X,JY)

elde edilir. g dejenere olmadigindan, @ (V) = 0 sonucu cikar. O

Lemmad.122 M =; MT x; M® bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, her X € T(TMT)

icin
o(X)=3X(Inf) - (4.14)
Ispat. M =4, MT x4 M® bir (M,J,®,g) gk XK. manifoldunun bir konformal-biikiilmiig

garpim yari-egik altmanifoldu olsun ve U,V € T'(TM?®) ve X € T(TMT) olsun. Bu durumda,
(4.3) denkleminden [X,V] = [X,U] = 0 ve (4.4) denkleminden [U,V] = V®V —VOU €
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I'(TM?) oldugundan,

3dQ(X,U,V) = XQ(U,V)+UQ(V,X)+VQ(X,U)
_'Q‘([X7U]7V> _'Q'([U7V]7X> _'Q'([V7X]7U)
= Xg(U,PV)

elde edilir. (4.3) denklemi kullanilirsa, bazi hesaplamalardan sonra
3dQ(X,U,V)=2X(In f1)g(U,PV) (4.15)
bulunur. Diger taraftan, (2.34) denkleminden

dQ(X,U,V) = oAQX,U,V)
= 0(X)QU,V)+0(U)QV,X)+ o(V)QX,U)
= o(X)g(U,PV)

elde edilir. Yani,
dQ(X,U,V)=w(X)g(U,PV) (4.16)

bulunur. Boylece , (4.15) ve (4.16) denklemlerinden istenilen elde edilir. ]

Uyar1 4.1.2.3 Kaehleriyen durumda, ® = 0 oldugundan o(X) = X (In f1) = 0 elde edilir. O
halde biikiilmiis fonksiyon fi, sadece M® manifoldunun noktalarina bagh olur. Bu durumda,
gu = f22gr @ fi’ge oldugundan M manifoldu (Mr,g,) ve (My,g>) manifoldlarinin yerel

olarak direkt carpimi olur, burada gy = f>>gr ve g2 = f1%go.

Teorem4.1.24 M =5 M x; M°® bir (M,J,0,g) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis carpum yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun
verel olarak direkt carpim manifold olabilmesi icin gerek ve yeter kosul B Lee vektor

alanimin M altmanifolduna dik olmasidur.

Ispat. M altmanifoldu (M7,gr) ve (M?,gg) altmanifoldlarinin direkt carpimi olan bir
yari-egik altmanifold olsun, burada bir ¢ sabiti i¢in gg = cgg. Bu durumda M nin gy

indirgenmis metrik tensorii gy = g7 @ g formundadir, burada g7 ve gg sirasi ile M7
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ve M® manifoldlar1 iizerine indirgenmis metriklerdir. Lemma 4.1.2.2 den, herhangi
X € T(TM") igin, f; fonksiyonu sabit oldugundan, %X (Inf;) = o(X) = 0 elde edilir.
(2.35) denkleminden, @(X) = g(B,X) = 0 sonucu gikar. Bu yiizden, B vektor alant M7
altmanifolduna diktir. Buradan ve (4.13) denkleminden, @(V) = g(B,V) = 0 elde edilir. O
halde B vektor alan1 Mg altmanifolduna da diktir. Boylece B vektor alan1 M altmanifolduna

dik olur.

Tersine B Lee vektor alan1 M altmanifolduna dik olsun. Bu durumda, herhangi X € T'(TM")
icin (4.14) denkleminden %X (Inf;) = o(X) = g(B,X) = 0 elde edilir. Buradan biikiilmiis
fonksiyonun sadece Mg altmanifoldunun noktalarina bagli oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda
M altmanifoldunun gy, indirgenmis metrik tensorii gy = f>2g7 & fi12ge formundadir, burada
f> ve fi sirasi ile sadece M7 ve My altmanifoldlarinin noktalarina baghdir. Boylece, g =
fr2gr ve g2 = fige olmak iizere M manifoldunun (Myz,g1) ve (Mg, g>) altmanifoldlarinin

yerel olarak direkt ¢carpimi oldugu elde edilir. U

Uyan 4.1.2.5 Aslinda, biikiilmiis carpimlar ve konformal-biikiilmiis carpimlar birbirleri
cinsinden ifade edilebilirler. Gergekten, (M X y, M», g) bir biikiilmiis ¢carpim manifold olsun,
burada fi bir biikiilmiis fonksiyon olmak iizere g = g1 @ f1%g2. f> pozitif diizgiin fonksiyonu
sadece My manifoldunun noktalarina bagl olmak iizere gy = f>°g1 konformal metrigi
segilirse, g metrigi g = f>>§1 @ fi>g> formunda olur. Bu yiizden, (M x s, Ma,g) manifoldu
(My,81) ve (Ma,g2) manifoldlarimin bir konformal-biikiilmiis carpum olur. Diger taraftan,
(M x5, Mo, g) manifoldu f, konformal ¢carpamina ve fi biikiilmiis fonksiyonuna sahip
bir konformal-biikiilmiis ¢carpim olsun. g, = f22g1 konformal metrigi secilirse, g metrigi
g = &1 D fi’gy formunda olur. Biylece, (;,M x s, My, g) manifoldu (M,g) ve (Ma,g>)

manifoldlariin bir biikiilmiis carpumidtr.
Asagida, bu boliimle alakali ana teorem verilmistir.

Teorem 4.1.2.6 M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda M manifoldunun szT XM 9 tipinde yerel olarak bir

konformal-biikiilmiis ¢arpim olabilmesi icin gerek ve yeter kosul herhangi X € T(97),



34
V € T(29) ve bir u fonksiyonu icin
w(V)=0, (@.17)

o(X)=X(u), (4.18)

ApyJX —AppyX = %{a)(FPV)X - a)(FV)JX}
(4.19)

+sin’0w(X)V

denklemlerinin gerceklenmesidir.

Ispat. M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun pMT xp M® tipinde bir
konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldu olsun. (4.17) denklemi Lemma 4.1.2.1
den elde edilir. Diger taraftan, Lemma 4.1.2.2 den, ®(X) = 3X(In f) elde edilir. Boylece,
(4.18) denklemi yt = 3 In f; igin elde edilir. Herhangi X € I'(27) ve V € I'(2?) i¢in,

T 0
ApyJX —AppyX = (AFVJX —AppyX ) + (AFVJX —AppyX ) (4.20)

T
elde edilir, burada (AFVJX —AFPVX> , ApvJX — AppyX ifadesinin M7 manifolduna

6
teget parcasi ve (AFVJX —Appy X > , ApyJX — Appy X ifadesinin M % manifolduna teget
parcasidir. Boylece, herhangi Y € F(.@T) icin, (4.2) ve (4.13) denklemleri kullanilirsa, (4.5)

denkleminden
g (AFVJX —ArpvX, Y) = %{a)(FPV)g(X, Y)—o(FV)g(JX, Y)}
bulunur. O halde,
T
(AFVJX —AFPVX) = %{a)(FPV)X — a)(FV)JX} (4.21)

sonucu cikar. Benzer sekilde, herhangi U € I'(2?) i¢in, (4.3) ve (4.14) denklemleri

kullanilirsa, (4.8) denkleminden

g(AFVJX —ArpvX, U) =sin’0X (3 Inf1)g(U,V)
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elde edilir. U € T'(2?) keyfi bir vektor alani ve g metrigi Riemanniyen oldugundan,
0
(ApvJX—AvaX) = sinZGw(X)V 4.22)

bulunur. Dahasi, f, fonksiyonu sadece M’ manifoldunun noktalarina bagl oldugundan

U(In f) = 0 elde edilir. O halde, (4.20)~(4.22) denklemlerinden (4.19) denklemi elde edilir.

Tersine, M manifoldu bir (M,J, ®,g) g.k.K. manifoldunun bir yari-egik altmanifoldu olsun
ve (4.17)~(4.19) denklemleri saglansin. Bu durumda, herhangi X € T'(27) ve U,V € T'(2?)
icin, (4.17) ve (4.19) denklemlerinden, (4.7) denklemi gerceklenir. Boylece, Teorem 4.1.1.2
den, holomorfik dagilim 27 tiimel jeodeziktir. Diger taraftan, (4.19) denkleminden, (4.10)
denklemi gerceklenir. Boylece, Teorem 4.1.1.4 den, egik dagihim 29 integrallenebilirdir. M7
ve M9 sirasiile 27 ve 29 dagilimlarinin integral manifoldlari olsun. A7 ve h?, sirast ile M7
ve M® manifoldlarinin M igindeki ikinci temel formlarim gostersin. Bu durumda, herhangi

X, Y eT(27) ve V € T(29) igin, (2.21) denklemi kullanilirsa,
g(h" (X,Y),V) =g(VxY,V)

elde edilir. Burada, (4.17) ve (4.19) denklemleri kullanilirsa, (4.5) denkleminden
g(h"(X,Y),V)=0

sonucu ¢ikar. Bunun anlami M7 manifoldunun M manifoldu icinde tiimel jeodezik

oldugudur. Diger taraftan, herhangi X € T(27) ve U,V € I'(2?) i¢in, (2.21) denkleminden,
g(h°(U,V),X) =g(VuV.,X)

elde edilir. Burada (4.18) ve (4.19) denklemleri kullanilirsa, (4.8) denkleminden
g(h®(U,V),X) = —X(In fi)g(U,V)

bulunur. Baz1 hesaplamalardan sonra

g(h®(U,V),X) = —g(g(U,V)V(In f1),X)
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elde edilir. Boylece,
h(U,V) =g(U,V)(=V(Inf1))

sonucu ¢ikar. Bunun anlami M® manifoldunun M manifoldu i¢inde —V(Inf;) paralel
ortalama egrilik vektor alanina sahip tiimel umbilik bir manifold oldugudur. Boylece, Uyari
2.5.3 ve Uyart 4.1.2.5 den, M manifoldu fZMT X f M? tipinde bir konformal-biikiilmiis
carpimdir, burada M7 ve M® sirasi ile M manifoldunun, bir holomorfik ve bir egik
altmanifoldudur. M7 manifoldu 27 dagilimini bir yapragi, M® manifoldu 29 dagiliminin

bir yapragi ve f; bir biikiilmiis fonksiyondur. U

4.1.3. szT X f M® Formundaki Konformal-Biikiilmiis Carpim Yan-Egik
Altmanifoldlar I¢in Bir Esitsizlik

Bu bolimde, bir (M,J,®0,8) gk.K. manifoldunun M7 x4 M formundaki bir
konformal-biikiilmiis carpim yar1 egik altmanifoldunun ikinci temel formunun normunun
karesi icin bir esitsizlik verilmistir. Burada, M7 ve M® siras1 ile (M,J,0,g) gk.K.

manifoldunun bir holomorfik ve bir egik altmanifoldudur.

Lemmad.131 M =; M! x5 M® bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis yari-egik altmanifoldu olsun ve h, M manifoldunun M igindeki

ikinci temel formu olsun. Bu durumda, herhangi X,Y € T(TM") ve U,V € T(TM?) i¢in
g(h(X,Y),FV)=—1g(X,Y)0(FV) , (4.23)

denklemleri gerceklenir.

Ispat. M = f MT XM 9 bir (M,J,»,g) gk.K. manifoldunun bir konformal-biikiilmiis
carpim yari-egik altmanifoldu olsun ve X,Y € I'(TMT) ve V € T(TM?) olsun. (M,J,®,§ =



37

e~ 9g) bir Kaehler manifold oldugundan, (2.38), (2.26) ve (2.37) denklemleri kullanilirsa,

g(h(X,Y),FV) = g(VxY,FV)
= §(VxY,JV)—g(VxY,PV)
= —g(VxJY,V)—g(VxY,PV)
—§(VxJY,V) —§(VxY,PV)

elde edilir. Boylece, (2.40), (2.41) ve (4.13) denklemlerinden, (4.23) denklemi bulunur. Ote
yandan, X,Y € T(TM") ve V € T(TM?) igin, (M,J,®,§ = e ®g) bir Kaehler manifold
oldugundan, (2.38), (2.26) ve (2.37) denklemlerinden,

g(h(X,U),FV)

g(VuX,FV)

3(VuX,JV) —g(VuX,PV)
= —g(VyJX,V)—g(VyX,PV)
= —g(VyJX,V)—g(VyX,PV)

&(
&(

elde edilir. Boylece (4.3), (2.40), (2.41), (4.13) ve (4.14) denklemleri kullanilirsa, (4.24)

denklemi bulunur. U

M= yMT x ; M® bir (M,J,®,8) gk K. manifoldunun bir konformal-biikiilmils yari-egik

altmanifoldu olsun. M nin {ey,...,en,,&1,...,8m,, €7, ...,€}, ,€1,...,6;} standart ortonormal

jng?
bazini segelim, 8yle ki burada {e, ..., e, }, 2T dagilimimn bir ortonormal bazi; {1, ..., &, },
29 dagilhiminim bir ortonormal bazi; {el,nem s F 29 dagihimiin bir ortonormal bazi
ve {€1,...,6;}, 2 dagilimmin bir ortonormal bazidir. m; = dim(27), my = dim(2°) ve

I = dim(2) ile tammlanmugtir.

Uyan 4.1.3.2 97 bir holomorfik dagihm oldugundan, {Jey,...,Jey,} bazi da , 97T
dagilimimin bir ortonormal bazi olur. Dahasi, (2.33) denkleminden, {a, = secOPé, ,a, =
—secOPey,...,dy,—1 = secOPéy,, ,dr,, = —secOPey,, 1} baz da 29 dagibmimin bir
ortonormal baz olur ve {cscOFéy,...,cscOFéy, } bazi da F 29 dagilimumn bir ortonormal

bazi olur. Burada 0, 9° dagiliminin egik acisidir ve mo = 2ny = dim(M?).

Teorem4.1.3.3 M =;, M' x; M® bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir

konformal-biikiilmiis yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda,
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(i) M manifoldunun h ikinci temel formunun normunun karesi
1
[A]? > Jmi 1B’ |13+ my (1 +m2cot29) 18" ||} (4.25)

esitsizligini gercekler, burada my = dim(M"), my = dim(M?) ve BY D° B Lee vektor alaninn
FP° dagilimina teget parcasidir ve ||.||r ve ||.||g sirast ile gr ve gg metrigine gire

hesaplanmuigstir.

(ii) (4.25) esitsizliginde esitlik durumu ézdes olarak saglanirsa, M® manifoldu M kapsayan

manifoldu icinde de tiimel umbiliktir.

Ispat. & ikinci temel formunun normunun karesi
1> = (2", 27) I + 12", 2°)I1> +11n(2°, 2°) |

seklinde ifade edilebilir. (2.29) denkleminden,

mp mp my mp

a)>= ) Zg (erves),€f)*+ Y, Zg (e,,2)),€%)?
r,s= ll ij=1r—
my my |
+ Z Zg er7es et +Z Zzg e“el 2 (426)
rs=1t= r=li=lt=
+||h(-@",99)||2

elde edilir. Boylece,

5 mp mp mp mjp 2
||h|| Z Z Zg( €r,€s ) l + Z Zg elaer
rs=1i=1 i,j=1r=1

bulunur. Uyar1 4.1.3.2 den,

mp nmp mp mp

A]* > Z Zg (er,e5),€]) > + Z Zg (¢i,er),cscOFE;)?

rs=1i= i,j=1r=1
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elde edilir. (4.23) ve (4.24) denklemleri kullanilirsa,

) mp nmp
Ial>> 7 Y Zg er,e5) 0" (e;)
rs=1i=

}’VI2 nm

+csc?0 Z Z{ (Jer)g e,,éj)—l—a)z(er)gz(é,-,Pe'j)}

1 —

’szr 1

+2csc?0 Y Y o(Jer)g(eiej)o(e,)g(éi, Pe))
ij=1r=1

sonucu cikar. (2.35) denklemi kullanilirsa,

. ) - mp mp
[]]= > 1 Z Zg er,es)8 e;)
rs=1i=
m2 nmp
+csc?0 Z Z{ (B,Je,)g (e,-,éj)+g2(B,e,)g2(é,~,Péj)}
1r=
szr m
+2CSC29 Z Zg(Bv‘]er)g<e_laé])g(B7er>g(él7Péj>
ij=1r=1

bulunur. Burada, g(JB”,B”) = 0 oldugundan

my m
Z Zg B Jer 61,6]) (Bver)g(e_ivpéj)
i,j=1r=
ny m1
Z Zg (B,Je,)g(B,er)g(éi,ej)g(é;,Pé;)
i,j=1r=1
my m
=— Z Zg (JB,er)g(B,er)g(éi,e;)g(e;,Pé;)
i,j=1lr=
= _g(JBT7BT) Z g(éhéj)g(éhpéj) =0.

ij=1

Boylece,

(/= Z Zg er,es)g” (B e})

rs=1i=
m2 mp

+csc20 Z Z{ (B,Jey)g (e,',éj)+g2(B,€r)82(€_i7PEj)}

i,j=1r=1

elde edilir. Burada, 29, 6 egik acisina sahip bir egik altmanifold oldugundan, i,j €



40

{1,2,...,my} i¢in

o cos@ if i # j,
g(ei’Pej) = { .
0 if i = j,

my

elde edilir. Sonu¢ olarak, Z gz(éi, Péj) = my(my — 1)00529 bulunur. Boylece, direkt
i,j=1

hesaplama ile

e imlHBFDeH%cscze{mzuBTu%mz(mz - 1>cos29uBTuZ}

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse, (4.25) esitsizligi elde edilir. (4.25)
esitsizliginde 6zdes olarak esitlik durumu gergeklenirse, (4.26) denkleminden (2 0 @9) =
0 bulunur. Yani, h, 2° dagilimi iizerinde sifirdir. 2%, M manifoldu iizerinde bir umbilik

dagilim oldugundan, M® manifoldu M icinde umbilik olur. U

4.14. Bir G.k.K. Manifoldun sze X £ MT Formundaki Konformal-Biikiilmiis
Carpim Yari-Egik Altmanifoldlar:

Bu béliimde, bir g.k.K. manifoldunun M b % nM T tipindeki konformal-biikiilmiis carpim

yari-egik altmanifoldlar1 calistimistir. f> fonksiyonu M? iizerinde tanimli konformal ¢arpan

ve fi bir biikiilmiis fonksiyondur. Burada M7ve M® siras1 ile g.k.K. manifoldunun bir

holomorfik ve bir egik altmanifoldudur. lk olarak, bir gk.K. manifoldu icinde bu tip

altmanifoldlara ornek verilmisgtir.

Ornek. (z1,...,2¢) alt1 boyutlu Oklidyen uzay R® nin dogal koordinatlar1 olsun ve R® =
{(z1,...,z6) € R®: z1,22,25 # 0} seklinde tammlansin. Bu durumda, (R®,J,g0), (/,g0)
alisiimis Kaehler yapisina sahip bir Kaehler manifolddur. R iizersnde go Kaehler metrigine
konformal olan g = ¢° gp metrigi tanimlansin, burada ¢® = (M)z. Bu durumda (RS, J, g)

bir g.k.K. manifolddur. M

UW=X,02=Y,B3=U+Vv,z4=—u+v,z5=u, =0,

ile taniml bir altmanifold olsun, burada x > 1 ve y,u,v # 0. Bu durumda M manifoldunun
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teget demeti 7M nin yerel ortonormal ¢atisi

1

1
03 —04s+0dsp, V=—-30+0;¢,
Alp-ara) v=g5{aral

ile verilir, burada i € {1,2,...,6} i¢in d; = % for i € {1,2,...,6}. Bu durumda 27 =

X=0,Y=0, U=

span{X,Y} bir holomorfik dagilim ve 2% = span{U,V}, 8 = cos™! (%) egik agisina sahip
bir (has) egik dagilimdir. Boylece, M manifoldu (R6,J ,&) manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldudur. 27 ve 2° dagilimlarmin integrallenebilir oldugu kolayca elde edilebilir.
27 ve 29 dagilimlarimin integral manifoldlari sirast ile M7 ve M? ile gosterilsin. g7 ve gg
sirast ile M7 ve M® manifoldlan iizerine go Kaehler metrigi ile ilgili olarak indirgenmis

: : 1 . : e .
metrikler olsun. M iizerinde g7 = —gr konformal Riemanniyen metrigini secelim. M
95

3+24

lizerinde v = oldugundan, M manifoldunun g konformal Kaehler metriginden

indirgenmis metrigi

ds* = v} (du? +dv?) +v*(dx* +dy?)
= v’gg +vgr

= v’go +v2x*2r

olur. Boylece, M manifoldu (M”,gr) ve (M?, gg) manifoldlarmin konformal-biikiilmiis
carpimidir. Béylece, M manifoldu (R®,J,g) manifoldunun M = f M?® x fi MT tipinde bir
asikar olmayan bir konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldudur ve konformal
carpani f» = v ve biikiilmiis fonksiyonu f; = xv olur. Dahasi, (R®,J,g) manifoldunun Lee

1
formu @ =2 —dv} seklindedir. Sonug olarak, Lee vektor alani
v

2 (10
B:ﬁ{m}

olarak hesaplanir ve M® manifolduna tegettir.

Lemma4.14.1 M = ,M% x5 M" bir (M,J, ,g) manifoldunun bir konformal-biikiilmiis
carpum yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, herhangi V € T(TM?®) icin,

o(V)=3V(nf). (4.27)
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Ispat. Lemma 4.1.2.2 nin ispatina ¢ok benzerdir. Bu yiizden bu ispat verilmemistir. t

Lemma4.1.4.2 M = ,M% x s M" bir (M,J, ®,g) manifoldunun bir konformal-biikiilmiis
carpim yari-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, herhangi X € T(TMT) icin,

o(X) = 0. (4.28)
Ispat. Lemma 4.1.2.1 nin ispatina cok benzerdir. Bu yiizden bu ispat verilmemistir. U

Teorem 4.1.4.3 M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun bir has yari-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda M manifoldunun ¢,M b % fi MT tipinde lokal olarak bir
konformal-biikiilmiis ¢carpim olmast icin gerek ve yeter kosul herhangi X € T'(27), V €
['(29) ve bir u fonksiyonu icin,

o(V)=V(u), (4.29)

o(X) =0, (4.30)

ApyJX —AppvX = %{w(FPV)X - w(FV)JX} 4.31)

—V(u)X sin’0

denklemlerinin gerceklenmesidir.

ispat. M manifoldu (M,J,0,g) gkK. manifoldunun »M 0 x fi MT tipinde bir
konformal-biikiilmiis carpimi olsun. y = %ln f1 olmak tizere (4.29) denklemi Lemma 4.1.4.1
den elde edilir. Diger taraftan Lemma 4.1.4.2 den @(X) = 0. Boylece, (4.30) denklemi elde
edilir. Herhangi X € T(27) ve V € T'(29) icin

T 0
ApvJX —AppyX = (AFVJX —AFPVX) + (AFVJX —AFPVX) ; (4.32)

T
seklinde ifade edilir, burada (AFVJX —AFPVX> , ApyJX — AppyX ifadesinin M7

0
manifolduna teget kismi ve (AFVJX —AFPVX> , ApyJX — AppyX ifadesinin M®

manifolduna teget kismudir. Boylece, herhangi Y € I'(27) igin, (4.2) ve (4.27) denklemleri
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kullanilirsa, (4.5) denkleminden
g(AFVJX — AppvX, Y) = —w(V)g(X,Y)sin’0
+%{a)(FPV)g(X,Y) — w(FV)g(JX,Y)}

elde edilir. Boylece
T
(AFVJX —AFpVX) = —o(V)Xsin?6 + %{a)(FPV)X — a)(FV)JX} (4.33)

sonucu gikar. Benzer sekilde, herhangi U € I'(29) icin, (4.3) ve (4.28) denklemleri

kullanilirsa, (4.8) denkleminden
g(ApvJX —AFpVx, U) = —g(U,V)X(lnfz)

bulunur. U € T'(29) keyfi vektor alan1 ve f5, sadece M® manifoldunun noktalarina bagl
oldugundan, X (In f,) = 0. Bu yiizden

]
(AFVJX —AFPVX) 0. 4.34)

u= 21n Jf1 oldugundan, (4.32)~(4.34) denklemlerinden, (4.31) denklemi elde edilir.

Tersine, M manifoldu bir (M,J, ®, g) g.k.K. manifoldunun yari-egik altmanifoldu olsun, dyle
ki (4.29)~(4.31) denklemleri saglansin. Bu durumda, X € I'(27) ve U,V € I'(29) icin,
(4.30) ve (4.31) denklemlerinden, (4.11) denklemi saglanir. Boylece, Teorem 4.1.1.5 den,
2° egik dagilimu tiimel jeodeziktir. Diger taraftan, (4.31) denkleminden (4.12) denklemi
saglanir. Boylece, Teorem 4.1.1.7 den, 27 holomorik dagilimi integrallenebilirdir. M7 ve
MO sirastile 27 ve 29 dagilimlarimin integral manifoldlar olsunlar ve AT ve h® ile sirasi
ile MT ve M® manifoldlarinin M manifoldu icindeki ikinci temel formlari gosterilsin. Bu

durumda, herhangi X,Y € T'(27) ve V € T'(2?) igin, (2.21) denklemi kullamlirsa,

g(hT(X,Y),V) :g<VXY7V)
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elde edilir. Burada, (4.29) ve (4.31) denklemleri kullanilirsa, (4.5) denkleminden
g(h" (X,Y),V)=—V(nf1)g(X,Y)

bulunur. Bunun anlami M7 manifoldunun M manifoldu icinde —V(In f;) paralel ortalama
egrilik vektor alanina sahip bir tiimel umbilik altmanifold oldugudur. Diger taraftan, herhangi

X cT(27)ve U,V € T'(2?) igin, (2.21) denkleminden,
g(h®(U.V),X) =g(VuV.,X)

elde edilir. Burada (4.30) ve (4.31) denklemleri kullanilirsa, (4.8) denkleminden
g(h®(U,V),X)=0

bulunur. Boylece,
e (U,v)=0

sonucu cikar. Bunun anlami M® manifoldunun M manifoldu icinde tiimel jeodezik
oldugudur. Boylece, Uyar1 2.5.3 ve Uyar1 4.1.2.5 den, M manifoldu M nin bir M7 holomorfik
altmanifoldu ve bir M9 egik altmanifoldunun M 0 % nM T tipinde bir konformal-biikiilmiis
carpimudir, burada M7 manifoldu 27 dagilimmin bir yapragi, M® manifoldu, 2°

dagiliminin bir yapragi ve f] bir biikiilmiis fonksiyondur. U

4.15. pM 9 x A M T Formundaki Konformal-Biikiilmiis Carpmm Yari-Egik
Altmanifoldlar I¢in Bir Esitsizlik

Bu bolimde, bir (M,J,0,g) gkK. manifoldunun M® x, MT tipindeki bir

konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldunun ikinci temel formunun normunun

karesi icin bir esitsizlik verilmistir, burada MT ve M?, (M,J,®,g) manifoldunun siras ile

bir holomorfik ve bir egik altmanifoldudur.

Lemmad.151 M = ,M® x, M' bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis carpim vyari-egik altmanifoldu olsun ve h, M manifoldunun M

icindeki ikinci temel formu olsun. Bu durumda, herhangi X,Y € T(TMT) ve U,V € T(TM?)
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icin
g(h(X,Y),FV)=0(V)g(X,JY)+o(PV)g(X,Y) - to(FV)g(X,Y) , (4.35)
g(h(X,U),FV)=0, (4.36)
denklemleri gerceklenir.

Ispat. Lemma 4.1.3.1 in ispatina ¢ok benzerdir. Bu yiizden ispat verilmemistir. U

Teorem4.1.52 M = ,M% x; M bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir

konformal-biikiilmiis carpim yari-egik altmanifoldu olsun ve h, M altmanifoldunun M

icindeki ikinci temel formu olsun. Eger herhangi X,Y € T'(TM) i¢cin h(X,Y) € T'(Z) ve Lee
vektor alanm B, M altmanifolduna teget ise, bu durumda M =, M 0 % M T bir direkt carpum
manifolddur.

Ispat. M =7 M® x4 MT bir (M,J,®,g) gk XK. manifoldunun bir konformal-biikiilmiis
carpim yari-egik altmanifoldu olsun ve 4, M altmanifoldunun M igindeki ikinci temel formu
olsun. & € 2 ve Lee vektor alam B, M altmanifolduna teget olsun. Bu durumda, @(FV) =0
oldugundan, herhangi X,Y € T(TMT) ve V € T'(TM?) igin, (4.35) denkleminden

gh(X,Y),FV)=0(V)g(X,JY)+o(PV)g(X,Y)=0 (4.37)
elde edilir. (4.37) denklemi kullanilirsa,

o(V)g(JX,Y)=w(PV)g(X,Y) (4.38)
bulunur. (4.38) denkleminde, X yerine JX yazilirsa,

—o(V)g(X,Y)=w(PV)g(JX,Y) (4.39)
elde edilir ve (4.39) denkleminde V yerine PV yazilirsa,

—w(PV)g(X,Y) = o(P*V)g(JX,Y) (4.40)
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elde edilir. Baz1 hesaplamalardan sonra, (2.32) denkleminden,
cos’0w(V)g(JX,Y) = o(PV)g(X,Y) (4.41)
sonucu ¢ikar. (4.38) ve (4.41) denklemleri kullanilirsa,
sin0w(V)g(JX,Y) =0 (4.42)

elde edilir. g(/X,Y) # 0 oldugundan, (V') = 0 saglanir. (4.27) denkleminden, f; biikiilmiis
fonksiyonun sadece M” altmanifoldunun noktalarina bagl oldugu elde edilir. Bu durumda
metrik tensor g = fr°ge ® fi°gr formundadir. Bu yiizden M altmanifoldu (M? g) ve

(MT | g>) manifoldlarinin direkt carpimudir, burada g, = f>2gg ve g2 = f12gr. O

Teorem 4.1.5.3 M = f2M9 X £ MT  bir (M,J,0,8) gkK. manifoldunun bir
konformal-biikiilmiis ¢carpim yari-egik altmanifoldu olsun. h, M manifoldunun M icindeki

ikinci temel formu ve Lee vektor alani B, M manifolduna teget olsun. Bu durumda

(i) M manifoldunun ikinci temel formu h nin normunun karesi
17]* > mi (14 cos*8) esc?0| B[ - (4.43)

esitsizligini gercekler, burada m; = dim(M"), my = dim(M®) ve B, B vektor alamimin 2°

dagilimina teget parcasidir ve ||.||g, go metrigine gire hesaplanmgtur.

(ii) (4.43) esitsizliginde esitlik durumu ozdes olarak gerceklenirse, bu durumda M®
manifoldu M kapsayan manifoldu icinde de umbiliktir.

Ispat. 4 ikinci temel formunun normunun karesi

Inl? = (n(2". 2T)? +In(2", 2°)|I* +In(2°, 2°)|*
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seklinde ifade edilebilir. (2.29) ayrisimindan,

my mp my mp
HhH2 = Z Zg eraes + Z Zg er>ez
rs= ll i,j=lr=
my mp
+ Z Zg €r,€s et + Zl Z Zg er7el (4.44)
rs=1t= r=1li=1t=
Jrllh(-@",@@)ll2

elde edilir. Boylece,

5 mp mp mp mj
HhH > Z Zg eraes ) z + Z Zg elaer
rs=1i= i,j=1r=

bulunur. Uyar1 4.1.3.2 ve (4.36) denkleminden

Hh||2 > El Ez e e CSCGFe)
b g rs*s l
rs=1i1=

elde edilir. (FV) = g(B,FV) = 0 oldugundan, (4.35) denklemi kullanilirsa,

2> o0 ¥ Y ende)o?(@)

rs=1i=1
mp mi

+csc?0 Z Za)z(Pe_i)gz(e,,es)

ij=1r=1
mp m

+2csc?0 Z Za) g(er,Jes)w(Pe;)g(er,es)
i,j=1lr=

bulunur. (2.35) denkleminden,

mp mp
Hh”2 > csc? Z Zgz(e,,Jes)gz(B,e‘i)

rs=1i=1
mp mp

+csc?0 Y Y g% (B, Pei)g (eres)

rs=1i=1

mp mp
+2csc?6 Z Zg(B,e'i)g(er,Jes)g(B,Pe'i)g(er,es)

rs=1i=1
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sonucu ¢ikar. Burada g(JB,B) = 0 oldugundan

% %g(B’e_i)g(erv‘]es)g(37Pe_l')é'(eraes)

rs=1i=1

= Z Zg(B,é,')g(B,Pe_i)g<er7-]es)g(eraeS)

rs=1i=1

= —¢(/B,B) Z:flsl:l g(er, Jes)g(er, e5) = 0.

Boylece

mp  my

]2 > esc?0 Y Y g (e, Jes)g* (B, )

rs=1i=1
ny
+csc26 ) Y g*(B,Pé)g* (e, ey)
i=1

sonucuna ulagilir. Uyar1 4.1.3.2 den,

mp my

|A]|> > csc?@ Z Zgz(er,Jes)gz(B,éi)

rs=1i=1
m ny

+csc?0 cos?0 Z Z gz(B,di)gz(er,es)
rs=1i,j=1

bulunur. Boylece, direkt hesaplama ile
|A||> > my cot?8|| B ||> +m csc?0| B ||?

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik diizenlenirse, (4.43) esitsizligi elde edilir. (4.43)
esitsizliginde esitlik durumu 6zdes olarak saglanirsa, (4.44) denkleminden h(29,2°) =
0 elde edilir. Yani, h, 2° dagilimi iizerinde sifirdir. 29 dagilimi M iizerinde umbilik

oldugundan, M® manifoldu M icinde umbilik olur. U

Uyar1 4.1.5.4 ® Lee formunun tam olup olmamasi bu calismadaki sonuclart degistirmez.

Bu yiizden, bu sonuclar yerel konformal Kaehler durumunda da gecerlidir.
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4.2. CARPIK-BUKULMUS CARPIM MANIFOLDLAR

(My,g1) ve (M3, g>) Riemanniyen manifoldlar ve f; : M, — (0,00) ve f1 : My x My — (0,0)
diizgiin fonksiyonlar olsun. Bu durumda ¢arpik-biikiilmiis carpim ¢, My X 5, M [52],

g = (from)*mi(g1)+ /175 (g2) (4.45)

ile tammli g metriine sahip M| x M, carpim manifoldudur. f, € C*(M;) fonksiyonu
My Xy Mp manifoldunun bir ¢arpik fonksiyonu ve fi € C*(M; x M,) fonksiyonu
My X 5, My manifoldunun bir biikiilmiis fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu durumda eger
Jf1 fonksiyonu sadece M, manifoldunun noktalarina bagh ise, bu durumda M x ¢ M,
carpik-biikiilmiis ¢arpimu bir baz konformal ¢arpik ¢arpum [22] olur. Bir carpik-biikiilmiig
carpim ne ¢ift carpik carpim, ne ¢arpik carpim ne de baz konformal carpik carpim ise agsikar

olmayandir.

My X5, M, manifoldu V, Levi-Civita koneksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis ¢arpim
olsun. Burada V koneksiyonu (4.45) denkleminde verilen g metrigi ile iliskilidir. V*
koneksiyonu i € {1,2} icin M; manifoldunun Levi-Civita koneksiyonunu gostermektedir. Bu
durumda, f> € C* (M) carpik fonksiyonuna ve fi biikiilmiis fonksiyonuna sahip M x s, M,
carpik-biikiilmiig ¢carpim manifoldunun kovaryant tiirev formiilleri, herhangi X,Y € .2 (M)
ve U,V € Z(M,) igin

VxY =ViY —g(X,Y)VIn(from) , (4.46)
VyX =VxV =V(In(from))X +X(Inf1)V , (4.47)
VyV =V3V+U(Inf))V+V(Infi)U —g(U,V)Vin fi (4.48)

ile verilir. Bu formiiller Lemma 2.1 [31] de X(In(f2 o mp)) = Y (In(f> 0 mp)) = O alinarak
direkt olarak elde edilebilir.

Uyan1 4.2.1 Bu calisma boyunca M manifoldu f, € C*(M,) c¢arpik fonksiyonuna, f
biikiilmiis fonksiyonuna ve g Riemanniyen metrigine sahip pM| X7 My tipinde bir

carpik-biikiilmiis carpim manifoldunu gosterecektir.

R ve R', i = 1,2 icin siras1 ile V ve V' Levi-Civita koneksiyonlari ile ilgili Riemann egrilik
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tensoril olsun. Bu durumda, asagidaki formiiller elde edilir.

Lemma 4.2.2 M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold olsun. Bu durumda herhangi
X,Y,Z e L (M) veU, VW € £ (M) icin

RyyZ=RYyZ+H'(Y)g(X,Z)—H!(X)g(Y,2), (4.49)
RxyU = U(l){Y(k)X —X(k)Y}, (4.50)
RyvX =X (k) {V(I)U - U(Z)V} +UX (k)V - VX (k)U, (4.51)

RxyY = {h’;(X,Y) +X(k)Y(k)}U +Y (kU)X

(4.52)
SCSRCIGRIO
RyxV = {hlz(U, V) +ULV(I)=U)V (k) =Uk)V(I) }X
(4.53)
+{V(Z)X(k) —XV(k)}U + {X(k)Vk+Hk(X)}g(U,V),
RyyW = R}, W — {hg(v,W) — W(k)V(k)}U
- h’;(U,W)—W(k)U(k)}V
(4.54)

—HNU) +U(k)Vk}g(V,W)
+ Hk(V)+V(k)Vk}g(U,W)

denklemleri gerceklenir, burada H*, k fonksiyonunun M iizerindeki Hessiyen tensoriidiir.

Ispat. M bir carpik-biikiilmiis ¢arpim manifold olsun. Bu durumda, [U,V] = 0 olmak iizere,
herhangi U,V,W € £ (M) i¢in,

RyyW =VyVyW —Vy Vg W. (4.55)
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Burada (4.48) denklemini kullanilirsa,

VuVyW = Vy{ViW +V (k)W + W (k)V — g(V,W)Vk}
= V(VIW)+Uk)VIW +ViW (k)U — g(U,ViW)Vk
+U(V(K))W +V (k)VyW +U(W (k))V +W (k)VyV
—{g(VuV,W)+g(V,VyW)}Vk — g(V,W)VyVk

bulunur. Burada tekrar (4.48) denklemi kullanilirsa,

VuVyW = V2(ViW)+U(k)ViW +ViW (k)U — g(U,ViW)Vk
+U(V(k))W+V(k)(V%]W)+V(k)U( W+ V (k)W (k)U -V (k)g(U,W)Vk
+U (W (k))V +W (k) (VEV) + W (k) U (k)V +W (k)V (k)U — W (k)g(U,V)Vk
—{e(VEV, W) +U(K)g(V,W) +V (k)g(U,W) — g(U,V)g(Vk,W)}Vk
—{g(V,VEW) + U (k)g(V,W) + W (k)g(V,U) — g(U,W)g(V,Vk)} Vk
—g(V,W)VyVk

(4.56)

elde edilir. (4.56) denkleminde V ile U vektor alanlar1 yer degistirirse

VyvVuW = Vi (VW) +V(k)VEW +VEW (k)V —g(V,VEW)Vk
+V (U k)W 4+ U (k)(VEW) + U (k)V (k)W + U (k)W (k)V — U (k)g(V,W ) Vk
+V(W(k))U 4+W (k) (VZU) + W (k)V (k)U + W (k)U (k)V — W (k
(v

1g(V,U)Vk
—{g(VyU, W) +V (k)g(U,W)+U (k)g(V,W) —g(V,U)g(Vk,W)}Vk
—{8(U,ViW) +V (k)g(U,W)+W (k)g(U,V)—g(V,W)g(U,Vk)}Vk
—o(U,W)VyVk

(4.57)

bulunur. Bu durumda, (4.56) ve (4.57) denklemlerinin farklar1 alinip diizenlenirse, (4.55)
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denkleminden

RyvW = R}, W +U(k)ViW —V (k)VZW + VW (k)U — VW (k)V

—g(U,ViW)Vk+g(V,VEW)Vk+{U(V(k)) -V (U(k))}W
HUW(K)V = V(W (k)U +V (k) (VW) = U (k) (ViW) +W (){V5V — ViU }
—V(k)g(U,W)Vk+U(k)g(V,W)+W(k)V(k)U - W (k)U (k)V
—g(VEV,W)Vk —g(V,VEW)Vk+g(ViU,W)Vk+g(U,ViW)Vk
~U(k)g(V,W)Vk+V (k)g(U,W)Vk+g(U,W)V (k)Vk — g(V,W)U (k) Vk
—g(V,W)VyVk+g(U,W)VyVk

(4.58)

elde edilir. Burada (2.47) denklemi ve Vi Vk = H*(U) oldugu gercegi kullanilirsa, (4.54)

denklemine ulagilir. Diger denklemler benzer teknikler ile ispatlanir. U

S ve S, i=1,2 icin, sirasi ile (M,g) ve (M;,g;) manifoldlarinin Ricci tensorii olsun. Bu

durumda, asagidaki formiiller elde edilir.

Lemma 4.2.3 M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold olsun. Bu durumda, herhangi XY €
L (M) veU,V € L (M) igin

S(X,Y)= S'(X,Y)+H(X,Y)—- mz{h’f(X,Y) +X(k)Y(k)} o
—g(X,Y){Al+ g(Vl,Vl)}, |
S(X,U) = (1—mp)XU (k) + (m1 +my —2)X (k)U (1), (4.60)
S(U,V)= S*U,V)+hU,V)+ (1 —m)h(U,V) +maU (k)V (k)
_g(U,V){Ak+g(Vk, Vk)} 4.61)
—my {hg(U,V) +U V() -U()V (k) - U(k)V(l)}

denklemleri gerceklenir.

Ispat. M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold olsun. Bu durumda, herhangi U,V € & (M>)
icin

mj my

SWU,V)=Y gReuV,e)+ Y. g(RuuV,wi), (4.62)
i=1 i=1
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burada {ej,es,...,en, }, M; manifoldunun bir ortonormal bazi ve {wi,wa,...,wm,}, M>

manifoldunun bir ortonormal bazidir. Burada (4.53) ve (4.54) denklemleri kullanilirsa,

SU,V)= =y {mU,V)+VOU) =U KV (1) =V KU} g(ere)
— L2V (Dei(k) —ei(V(k))}g(U, e:)
Yt {ei(k)g(Vk,er) +g(H" (e),ei) Yo (U, V)
+Zz 1g(Rv2viUV’ wi) + X2 {5 (U, V) +V (k)U (k) }g (wi, wi)
Y2 (B (wi, V) =V (k)wi(k) } (U, wi)
2 {8 (H (wi), wi) +wi(k)g(Vk,wi) }g(U,V)
+ X2 {e(H*(U), wi) + U (k)g(Vk, wi) }g(wi, V)

elde edilir. Baz1 hesaplamalardan sonra

SWU,V)= —m{h5(U,V)+V()U(1) =Uk)V (1) =V (kU ()}
—e(Vk,Vk)g(U,V) - Alkg(U,V)+S*(U,V)
+mo{—h5 (U, V) +V (kU (k) } +15(U, V) =V (kU (k) (4.63)
—N’kg(U,V) — g(V?k,V?k)g(U,V)
g(H"(U),V) +U(k)V (k)

bulunur, burada Y1, g(H (e;), e;) = Atk ve Y12, g(H*(w;), wi) = A%k alinmustir. Ak = Alk+
A%k, g(V'k,V?k) =0 ve g(H*(U),V) = h*(U,V) oldugundan, (4.63) denklemi diizenlenirse

(4.61) denklemi elde edilir. Diger denklemler benzer teknikler ile ispatlanir.

Ote yandan, (4.59), (4.60) ve (4.61) denklemleri, herhangi X € % (M) ve igin Proposition 3
[26] den, X (1) = 0 alinarak da kolayca elde edilebilir. O

7! ve 72, swrasi ile (My,g1) ve(My,gz) manifoldlarinin skaler egriligini gostersin. Bu

durumda, Lemma 4.2.3 den asagidaki sonug elde edilir.

Lemma 4.2.4 M bir carpik-biikiilmiis carpum manifold ve T, M manifoldunun skaler egriligi
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olsun. Bu durumda, herhangi XY € £ (M) ve U,V € Z(M,) i¢in

7! 7’ A X ny m
T= —5+—5+AI()+ A (k) — —5A1(k) = —5Aa(])
fzz1 s 12 fi2
+ ; TZ) Ay (k) —mag(P,Vk, P\Vk) — miAl —2myg(V1,VI) (4.64)
1

—mz{Ak—f— g(Vk, Vk)} —+ mZg(P2Vk7P2Vk) —+ 21’I’L1g(P2Vk, Vl)

B m 5 mi+my B
denklemi gerceklenir, burada Ay (k) = th(ei,ei), Ay (k) = Z K (e;,ei), Ak = Ay (k) +
= i=my+1
Ay (k) ve Vk = P Vk + P, Vk.

Ispat. M bir carpik-biikiilmiis ¢arpim manifold ve 7, M manifoldunun skaler egriligi
olsun. {er,...,em,,€m;+1,---,€m+m, }» M manifoldunun bir ortonormal bazi olsun, burada
{f2e1,..., frem, }, M; manifoldunun bir ortonormal bazi ve {fiem,+1,---,f1€m,+m,}» M

manifoldunun bir ortonormal bazidir. Bu durumda,

mp my+my
=) S(ee)+ Y Sleiei). (4.65)
i=1 i=m+1

Burada, (4.59) ve (4.61) denklemleri kullanilirsa

T= #Z?gsl(fzei,fzei)+Z?21h[(ei’ei)
m1 hk(fge,',fzel) mZZl 161( ) (k)

j2
—{Al+8(VLVI} L g(eisei)
+f_12 Y S2(fiei, fien) + X "2 B (ei i) (4.66)

(1= m) X 1 (e, e0) +ma T, ei(k)ei(k)

—{Ak+g(Vk,VK)} L2 ei(k)ei(k) —my X2 b (e e:)

—my Y12 {ei(Dei(l) —2ei(k)ei(l)}

bulunur. Burada gerekli hesaplamalar yapilirsa,

Z3A (k)

(Q'
I

fz +A1(l) 7
—mag(P1Vk, PVk) — miAl —2myg(V1,VI)} + %ﬁ
+As (k) + 4 f’fz)Az(k) + mog(PyVk, PVE)

—my{Ak + g(Vk,Vk)} —

(4.67)

%Az(l) +2mg(P,Vk,VI)
1
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~ m 5 my—+my ~ ~
elde edilir. Burada A (k) = Y h*(ei,ei), Ap(k) = Y. (i er), Ak = Ay (k) + Ay (k) ve
Vk = PiVk + P,Vk. Istenilen (4.67) denkleminden ¢ikar. U

Asagida carpik-biikiilmiis carpim manifoldunun Weyl konformal egrilik tensoriinii

karakterize eden lemma verilmigtir.

Lemma 4.2.5 M bir carpik-biikiilmiis manifold olsun. Bu durumda, herhangi X € £ (M)
ve U,V € L (M,) icin, Weyl konformal egrilik tensorii W/,

(mi—1)

W (U, V)X = T

{XU(k)V —XV(k)U} (4.68)

denklemini gercekler, burada m; = dimM,, i=1,2.

Ispat. X € Z(M)) ve U,V € Z(M,) olsun. Bu durumda, g(U,X) = g(V,X) = 0 oldugundan,
(2.13) denklemi kullanilirsa

1

# (U,V)X =R(U,V)X + T

{S(U,X)V —S(V,X)U} (4.69)

elde edilir. (4.60) denklemi (4.69) denkleminde kullanilirsa, (4.68) denklemi bulunur. ]

Tamm 4.2.6 M bir carpik-biikiilmiis carpum manifold olsun. Bu durumda, herhangi X,Y €
ZL(My)veU,V € L (M) icin # (U,V) =0 ise My manifoldu M| boyunca Weyl konformal
diizdiir denir ve eger W (X,Y) = 0 ise M| manifoldu M, boyunca Weyl konformal diizdiir

denir.
Asagida, carpik-biikiilmiis carpimlar1 karakterize eden bir teorem verilmistir.

Teorem 4.2.7 M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold ve dimMy > 1 olsun. Bu durumda
(M, g) manifoldunun (My,g1) ve (M>, g>) manifoldlarimn ;,M X y M, tipinde f> ve f ¢carpik
fonksiyonlarina sahip bir ¢ift carpik ¢carpimu olarak ifade edilebilmesi icin gerek ve yeter
kosul M, manifoldunun M| boyunca Weyl konformal diiz olmasidir, burada f, M iizerinde

bir pozitif diizgiin fonksiyon olmak iizere g, = f*g».
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Ispat. (M, g) manifoldu (M;,g) ve (M5, g>) manifoldlarimin f> ve f carpik fonksiyonlarina
sahip bir ¢ift ¢arpik ¢arpimi olsun. Bu durumda, herhangi V € £ (M) igin V (k) = 0 elde
edilir. Boylece iddia (4.68) denkleminden ¢ikar.

Tersine, herhangi X € £ (M) ve U,V € £ (M,) icin #'(U,V)X = 0 ise, bu durumda (2.33)

denkleminden
XV(k)U—-XU(k)V =0 4.70)

elde edilir. U ve V lineer bagimsiz vektorleri i¢in, (4.70) denkleminden XV (k) = XU (k) =0
sonucu cikar. Boylece, fi = ¢ = a(x)b(y) elde edilir, burada a ve b siras1 ile M| ve M,
lizerinde pozitif diizgiin fonksiyonlardir. Bu durumda, g metrigi g = f3(y)g1 + a*(x)g>
seklinde ifade edilebilir, burada g> = b?(y)ga. O halde, f = a olmak iizere (, M| X f M>, g)
bir cift carpik ¢carpimdir. 0

Bu kisimda, bir esdairesel (concircular) vektor alanina izin veren carpik-biikiilmiis ¢arpim

manifoldlar ¢alisilmistir.

Asagida, esdairesel vektor alanina izin veren bir ¢arpik-biikiilmiig ¢arpim manifold icin bir
karakterizasyon verilmisgtir.

Onerme 4.2.8 M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold olsun. Bu durumda

a) Eger M manifoldu £ (M) icinde bir esdairesel vektor alanina izin veriyorsa, bu durumda

M1 X 5, My bir biikiilmiis ¢arpimdir.

b) Eger M manifoldu £ (M,) icinde bir esdairesel vektor alanina izin veriyorsa, bu durumda
M1 X 5, My bir baz konformal ¢arpik ¢arpumdir.

Ispat. M bir carpik-biikiilmiis ¢arpim olsun.

a) X, £ (M) icinde bir esdairesel vektor alani ise, bu durumda herhangi V € £ (M) igin,
(2.14) denkleminden

VX = AV @4.71)
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elde edilir. (4.47) denklemi kullanilirsa, (4.71) denkleminden
VIDX +X(k)V =AV

elde edilir. Boylece, herhangi V € Z(M;) i¢in V(I) = 0 bulunur. Bunun anlami, /
fonksiyonunun sabit oldugudur, yani f, fonksiyonu sabittir. Boylece pM; X M, bir

biikiilmiis ¢carpimdir.

b) U, £ (M>) i¢inde bir esdairesel vektor alani olsun, bu durumda herhangi Y € .2 (M) i¢in,
(2.14) denkleminden

VyU =AY (4.72)
elde edilir. (4.47) denklemi kullanilirsa, (4.72) denkleminden
U)Y +Y(k)U=AY

bulunur. Boylece, herhangi Y € .Z(M;) igin Y (k) = O bulunur. Bunun anlam1 k = In f;
fonksiyonunun sadece M> manifoldunun noktalarina bagh oldugudur. Boylece, M| X 5, M,

bir baz konformal carpik carpimdir. U

Teorem 4.2.9 M bir carpik-biikiilmiis carpim manifold olsun. Eger | fonksiyonunun
gradiyenti VI bir esdairesel vektor alani ise bu durumda M bir baz konformal carpik

carpimdir.

Ispat. M bir carpik-biikiilmiis ¢arpim manifold olsun. VI € .Z(M,) oldugundan, herhangi
X € Z(M,) igin (4.47) denklemi kullanilirsa,

VxVI=VI()X + X (k)VI

elde edilir. Burada, VI esdairesel oldugundan her X € . (M) vektor alant i¢in X (k) sifira esit
olmalidir. Bunun anlami f; = ¢ fonksiyonu sadece M, manifoldunun noktalarina bagldir.

Boylece, M bir baz konformal ¢arpik carpimdir. U
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4.2.1. Einstein-Benzeri Carpik-Biikiilmiis Carpim Manifoldlar

Bu boliimde, Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis carpim manifoldlar ¢alisilmigtir. Farkli
siniflardan Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldlarin ¢arpan manifoldlarim

karakterize eden teoremler kanitlanmustir.

Asagida o7 sinifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis carpim manifoldlar1 karakterize

eden teorem asagida verilmistir.

Teorem 4.2.1.1 M manifoldu </ swifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis carpim

manifold olsun. Bu durumda

a) (My,g1) manifoldunun </ smifindan Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve yeter

kosul herhangi X € £ (M,) i¢in

(VXh)(X,X) = mp{(Vhi)(X,X) +2X (k)1 (X, X)}
—2g(X,X)S(VL,X)

4.73)

denkleminin gerceklenmesidir.

b) (M,,g>) manifoldunun <7 sufindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

yeter kosul herhangi U € £ (M>) i¢in

(VER(U,U) + (1 —ma)(VERA) (U, U) = m(VERL) (U, U) — 2mphs (U, U)U (k)
+2U(f1)/182(U,U)k* +g(U,U)U (k°)
+2m {hs (U, U)U (1) — Ky (U, U)U (k)
—n5(U,U)U(1)}
+4U (k)S(U,U) —2g(U,U)S(Vk,U)
(4.74)

denkleminin gerceklenmesidir, burada k° = Nk + || Vk|*.

Ispat. M manifoldu <7 smifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢arpim manifold olsun.
Bu durumda M manifoldu iizerindeki herhangi X vektor alani i¢in, (2.15) denkleminden

(VxS)(X,X) = 0 elde edilir.
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a) (M, g) manifoldunun </ sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M iizerindeki herhangi bir X vektor alani i¢in
(VisH(x,x)=0 (4.75)

denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, (4.46) ve (4.59) denklemlerinden, X € .Z(M;)

icin

(VxS)(X,X)= X(S(X,X))—25(VxX,X)
= X(S'(X,X)+h'(X,X) —mp{hS(X,X)+ X (k)X (k)} — g(X,X)I°)
—28(VLX — g(X,X)VIL,X).
= X(S'(X,X))—2S"(VLX,X)+ X (R (X, X)) — 20 (Vi X,X)
—mo{ X (W} (X, X)) = 21 (X, X)} — maX (X (k)X (k) — X (g(X, X))
+2my Vi X (k)X (k) +2g(VL X, X)I° +2g(X,X)S(VI,X)

elde edilir. Bu durumda

0= (VxS)(X,X)= (ViSH(X,X)+(Vih')(X,X)
—my (VK (X, X) — 2mpX (X (k)X (k) — (Vi) (X, X)I° (4.76)
+2my VX (k)X (k) +2g(X,X)S(VL,X)

bulunur. (2.47) ve (4.75) denklemleri kullanilirsa

0= (VxS)(X,X)= (VLh)(X,X) —my(VLH¥)(X,X)

(4.77)
—2mpX (k)hK (X, X) +2g(X,X)S(VL,X)

sonucuna ulagilir. Bu yiizden, (4.73) denklemi, (4.77) denkleminden elde edilir.

b) (M;,g>) manifoldunun .27 sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M, iizerindeki herhangi bir U vektor alani igin
(VESH(U,U) =0 (4.78)

denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, (4.48) ve (4.61) denklemlerinden U € £ (M;)
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icin

(VuS)(U,U)= U(SU,U))—28(VyU,U)

= U(S*(U,U)+HU,U)+ (1 —m) W (U,U) + maU (k)U (k) — g(U,U)k°)
—m U (hy(U,U) + U (DU (1) = U)U (k) — U (k)U (L))
—28(V3,U +2U (k)U — g(U,U)Vk,U)

= U(S*(U,U))—-28*(V3U,U)+U(KX(U,U)) — 20*(V3U,U)
+H(1=m){U(K5(U,U)) —2h5(V{U, U )}
—m{U(W5(U,U)) =2k (VU U )} +ma{U (U (k)U (k) = 2V{U (k)U (k) }
~U(g(U,U))k*+2¢(VyU,U)k* — g(U,U)U (K°)
—mi{UU (DU (1)) =2U0(U()U (k))}
—m {—=2V3U (DU (1) +2V3U (DU (k) +2VZU (k)U (1)}
—4U (k)S(U,U) +2g(U,U)S(Vk,U)

elde edilir. Bu durumda

0=(VuS)(U,U) = (VgS?)(U,U)+(Vgh*)(U.U)
+(1—ma)(Vghs) (U, U) —my (Vi hh) (U, U)
F2mlis(U,U)UK) = (Vpe) (VU = g(UUU K)o
—m {2U(U()U(1) =2U (U (1)U (k) =2U (U (k))U (1)}
—m{=2V3U(O)U(I) +2V3U (U (k) +2V3U (k)U (1)}
—4U (k)S(U,U) +2g(U,U)S(Vk,U)

bulunur. (2.47) ve (4.78) denklemleri kullanilirsa

0= (V5h)(U,U)+ (1 —m)(Vih5) (U, U)
—my (V3R (U,U) +2mah& (U, U)U (k)
—2U(f1)f182(U,U)k° —g(U,U)U (k°) (4.80)
—2m {hy (U, U)U (1) — Wy (U, U)U (k) — K5 (U, U)U (1)}
—4U (k)S(U,U) +2g(U,U)S(Vk,U).

sonucuna ulagilir. Bu yiizden, (4.74) denklemi (4.80) denkleminden elde edilir. ]

Yukaridaki teoremden hareketle, bir ¢carpik ¢carpim manifold i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.2.1.2 M manifoldu </ swnifindan bir Einstein-benzeri carpitk carpim manifold
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olsun. Bu durumda

a) (My,g1) manifoldunun <f simifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi icin gerek ve

yeter kosul herhangi X € £ (M) i¢in
(Vih')(X,X) =0 4.81)

denkleminin saglanmasudir.

b) (M3, g>) manifoldunun <7 sufindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

yeter kosul herhangi U € £ (M>) i¢in
(VEHS) (U, U) + 205 (U, UYU(1) =0 (4.82)

denkleminin saglanmasidur.

ispat. (4.73) ve (4.74) denklemlerinde k fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa istenilen
elde edilir. U
2 sintfindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis carpim manifoldlarin ¢arpan manifoldlari
asagidaki teoremde karakterize edilmistir.

Teorem 4.2.1.3 M manifoldu A sinifindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim

manifold olsun. Bu durumda,

a) (My,g1) manifoldunun % siifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul herhangi X,Y,Z € £ (M,) icin

(VXi)(Y.2) = (Vyh') (X, Z) = mo{(Vh)(Y,Z) = (Vy i) (X, Z)}
+ma{hK (X, Z)Y (k) — W5 (Y, Z)X (k)} (4.83)
—8(X,Z2)S(Y,VI)+g(Y,Z2)S(X,VI)

denkleminin gerceklenmesidir.

b) (M, g>) manifoldunun 9% smifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve
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yeter kosul herhangi U,V,.W € £ (M,) i¢in

(Vo) (VW) = (VER) (U W) + (1= ma){ (Vi h5) (V, W) — (Vi h5) (U, W) } =
mi{(Vihb) (V,W) — (Vi) (U, W)}

+H2U(f1) f182(V.W) =2V (f1) f182(U, W) }k°

+8(V.W)U (k°) — g(U, W)V (k°)

—mp {5 (U, W)V (k) — 5 (V,W)U (k)} (4.84)
+mi {h (U, W)V (1) = h5(U, W)V (1)}
+my{—hS (U, W)V (k) — By (V,W)U(I)}
+my {W5(V,W)U (1) + K, (V,W)U (k) }

—U(K)S(V,W) +V(K)S(U,W) +g(U,W)S(V,Vk) — g(V,W)S(U, Vk)

denkleminin gerceklenmesidir, burada k° = Nk + || Vk|*.

Ispat. M manifoldu % smifindan Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis manifold olsun.

a)(M;,g;) manifoldunun Z smifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast igin gerek ve

yeter kosul M| manifoldu iizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlar1 icin
(VxSH(Y.Z) = (Vy$")(X,2) (4.85)

denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, (4.46) ve(4.59) denklemlerinden X Y, Z €
Z (M) i¢in

(VxS)(¥.Z) =X(S(¥,Z))— S(VxY.Z) - S(Y,VxZ)

(
(S(Y,Z)) = S(VyY —g(X,Y)VI,Z) = S(Y,VxZ—g(X,Z)VI)
(
1

X
X
X(S'(Y,2)) + X (W (Y,2)) —mo{X (K (Y, 2)) + X (Y () Z(K)) } — X (8(Y,Z))I°
(VxY.Z)I°}
(Y, VxZ)I°}

k
k

}—g

—{SY VLYY, Z) + W (VLY. Z) —my (WK (V4 Y,Z) + VLY (k)Z
Y }-s

)
—{SYY,VLZ)+h(Y,VLZ) —mo (W (Y,VZ) + Vi Z(k)Y
+g(X,Y)S(V1,Z2)+g(X,Z)S(Y,VI)

s!
( (k)
( (k)
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elde edilir. Bu durumda

(VxS)(Y,Z2) = X(S'(v,z))—-SY(VLy,Z)—-SY(Y,V}Z)
X(h(Y,Z)) — h (V4Y,Z)— K (Y,ViZ)
—mo{X (W (Y,2)) — W (VY Y, 2) W (Y, VA 2)}
—{X(g(Y.2))I° — g(VxY,Z)I° — g(Y,VxZ)I°}}
—mo{X (Y (k)Z(k)) — VY (k)Z(k) = VX Z(k)Y (k)}
+8(X,Y)S(V1,Z) +g(X,Z)S(Y,VI)

bulunur. Eger (2.47) denklemi kullanilirsa

(VxS)(¥,2) = (Vi S)(Y,Z) + (Vih')(Y,Z) — ma (V) (Y, Z)
—my (KX (X, Y)Z(k) + 1k (X, Z)Y (k)} (4.86)
+g(X,Y)S(V1,Z) +g(X,Z)S(Y,VI)

sonucuna ulagilir. Eger, (4.86) denkleminde X ve Y vektor alanlar1 degistirilirse

(VyS)(X,Z) = (VyS")(X,2) + (Vyh')(X,Z) —ma(Vyh) (X, Z)
—ma{hX (Y, X)Z(k) + h5 (Y, Z)X (k)} (4.87)
+g(Y,X)S(VI,Z2)+g(Y,Z2)S(X,VI)

elde edilir. Boylece (2.16), (4.86), (4.87) ve (4.85) denklemlerinden

0= (Vxh")(¥,Z)— (Vyh')(X,2Z)
—mp{(Vxh})(Y,Z) — (Vyhh)(X,Z)}
—my{hX(X,Z2)Y (k) — Wk (Y,Z2)X (k)}
+8(X,2)S(Y,VI)—g(Y,Z)S(X,VI).

(4.88)

bulunur. Bu yiizden, (4.83) denklemi (4.88) denkleminden elde eilir.

b) (M, g>) manifoldunun % sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast i¢in gerek ve

yeter kosul M> manifoldu iizerindeki herhangi U,V, W vektor alanlar icin
(VGS*) (V. W) = (Vi$*) (U, W) (4.89)

denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, (4.48) ve (4.61) denklemlerinden U,V,W &



Z (M) igin

(VusS)(V,W) =
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U(S(V,W))—=S(VyV,W)—=S(V,VyW)

U(S2(V,W) +H(V, W) + (1 —mp) RS (V, W) +maV (k)W (k) — g(V, W)&°)
—m U (Ky(V,W)+V(OW (1) =V ()W (k) =V (k)W (1))

—S(VEV +U(k)V +V (k)U — g(U,V)Vk,W)

—S(V,VZW + U (k)W +W (k)U — g(U,W)Vk)

elde edilir. Bu durumda,

(VUS)(V7W) =

U(S?(V,W)) +U (R (V,W)) + (1 —mp)U (W& (V,W)) +mpU (V (k)W (k))
—U(g(V,W)k°)

—m1 {U (K5 (V,W)) +U V()W (1)) =U(V ()W (k)) =U(V (k)W (1))}
—{S*(VGV.W)) + R (VEV, W) + (1 —ma) 5 (Vi V, W)
+maVEV (k)W (k) — g(VEHV, W)k}

—{=mi {Wy(VEV, W) + ViV (OW (1) — Vg V(OW (k) = ViV (W (1) }}
—{S2(V,VEW)) + WK (V, VW) + (1 —ma)hS (V,VEW)
+myVEW (k)V (k) — g(V, V3 W)k}

—{=mi {Wy(V,VEW) + Ve W (D)V (1) = VW (k)V (1) = VEW (1)V (k) }}
—2U (k)S(V,W)—=V (k)S(U,W)—-W(k)S(V,U)

+g(U,V)S(Vk,W) + g(U,W)S(V,Vk)

bulunur. Bu denklem diizenlenirse

(VusS)(V,W) =

U(S2(V,W)) —S*(VZV,W)) — S2(V,VZW))

+U (KK(V,W)) — BK(VZV, W) — BE(V,VZW)

H(1=m){U(W5(V,W)) = K5 (Vi V. W) — K5 (V. Vi W)}

—mi{U (Ky(V,W)) = hy(VGV, W) — hy(V, Vi, W)}

—{U(g(V,W))k® —g(ViV,W)k® —g(V, Vi W)k} —g(V,W)U (k°)
+mo{U (V (k)W (k) +U (W (k))V (k) — Vi,V (k)W (k) — VW (k)V (k) }

—m{U(V W (D) - U< (W (K) UV (W (1))}
VBV W0+ VY OW 0+ VEV W ()
—m {~VEW OV (D) + V() +VEW OV (K)}

W (k)
—2U(k)S(V,W) =V (k)S (U W) =W(k)S(V,U)
+g(U,V)S(Vk,W) +g(U,W)S(V, Vk)
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elde edilir. Eger (2.47) denklemi kullanilirsa

(VuS)(V,W) = (VESH)(V,W) + (Vi) (V,W) + (1 = mo) (Vi h5) (V. W) — my (V) (V, W)
—(V5&)(V,W)k® —g(V,W)U (k°)
VYW (k) + B (U, W)V (k)}
+hy(U,W)V (1) = By (U, V)W (k)}
1) = H5(U,VIW (1) = B (U, W)V (k)}
—2U(k)S(V,W) =V (k)S(U,W)—=W(k)S(V,U)
+¢(U,V)S(Vk,W) + g(U,W)S(V, Vk)
(4.90)

sonucuna ulagilir. Eger (4.90) denkleminde, U ve V vektor alanlar degistirlirse

(VvS)(UW) = (V§$*)(U,W)+ (Vi) (U, W) + (1 —mp) (Vi h5) (U, W)
—m (Vi hh) (U, W) = (V5.2)(U,W)k® = g(U,W)V (k°)
+ma{h5(V,U)W (k) + 15 (V, W)U (k)}
—my {hb (V,U)W (1) +hy(V,W)U (1) — b5 (V,U)W (k)} (4.91)
—mi{=h5(V, W)U (1) = h5(V, U)W () = hy(V, W)U (k) }
—2V(k)S(U,W)=U(k)S(V,W) =W (k)S(U,V)
+g(V,U)S(Vk,W)+g(V,W)S(U, Vk)
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elde edilir. Boylece (2.16), (4.90),(4.91) ve (4.89) denklemlerinden

0= (V5 (V,W) = (Vi) (U, W) + (1 —ma){(Vih5)(V,W) — (Vi h5) (U, W)}
—mi{(VGhh) (V. W) — (Vi ho) (U, W)}
—2U(f1)/182(V,W)k® +2V (f1) fig2(U,W)k® — g (VW)U (k°) + g(U, W)V (k°)
+ma {H5 (U, W)V (k) — h5(V,W)U (k)}
—my {hy (U, V)W (1) + 5 (U, W)V (1) = B (U, V)W (k)}
—m {5 (U, W)V (1) — (U, V)W (1) — By (U, W)V (k)}
+my {h (VU)W (1) + Ky (VW)U (1) — hs (V,U)W (k
+mi{—h(V, W)U (1) — K5 (V,U)W (1) — hy,(V, W)U
—2U (k)S(V,W) =V (k)S(U,W) — W (k)S(V,U)
+g(U,V)S(Vk,W)+g(U,W)S(V,Vk)
+2V (k)S(U, W)+ U (k)S(V,W) +W (k)S(U,V)
—g(V,U)S(Vk,W) —g(V,W)S(U, Vk)

R
h}

}

)
(k)}

(4.92)

bulunur. Bu yiizden, (4.84) denklemi (4.92) denkleminden elde edilir. [

Yukaridaki teoremden hareketle, bir ¢carpik ¢carpim manifold i¢in asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1.4 M manifoldu % sinifindan bir Einstein-benzeri carptk carpim manifold olsun.

Bu durumda

a) (My,g1) manifoldunun % sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

veter kosul X,Y,Z € £ (M) i¢in
(Vxh')(Y,2) = (Vyi')(X,2) =0 (4.93)

denkleminin saglanmasudir.

b) (M, g>) manifoldunun % smifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

yeter kosul icin U,V,.W € £ (M>) icin
(VER) (VW) — (VERL)(UW) = =k (U, W)V (1) +hs(V,W)U (1) (4.94)

denkleminin saglanmasidir.
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ispat. (4.83) ve (4.84) denklemlerinde k fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa istenilen

elde edilir. O

Asagidaki teoremde & sinifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldlarin

carpan manifoldlar: karakterize edilmistir.

Teorem 4.2.1.5 M manifoldu &7 sinifindan bir Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis carpim

manifold olsun. Bu durumda,

a) (My,g1) manifoldunun & siifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

veter kosul X,Y,Z € £ (M) igin

(V;(hl)<Y>Z) ~ m2(V;(h]f)(Y>Z)
+ma{hK(X,Y)Z(k) + h5 (X, Z)}Y (k) (4.95)
—g(X,Y)S(V1,Z)—g(X,Z2)S(Y,VI)

denkleminin saglanmasudir.

b) (M, g>) manifoldunun & sufindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

yeter kosul icin U,V,.W € £ (M,) icin

(VER) (VW) + (1 —ma) (Vi hb) (VW) =

mi (Vihh) (VW) +2U (f1) fig2 (V. W)k?

+g(V,W)U (k%) = mo {5 (U, V)W (k) + h5 (U, W)V (k) }

+my {Ky (U, V)W (1) +hh (U, W)V (1) — b (U, V)W (k) } (4.96)
i {5 (U, W)V (1) = B5(U, V)W (1) = k5 (U, W)V (k)}

+2U (k)S(V,W) +V (k)S(U, W)+ W (k)S(V,U)

—g(U,V)S(Vk,W) —g(U,W)S(V,Vk)

)
(

denkleminin saglanmasidir, burada k° = Nk + || Vk||?.

Ispat. M manifoldu & smifindan bir Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis manifold olsun.

a)(M,,g;) manifoldunun & smifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi igin gerek ve

yeter kosul M| lizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari i¢in

(Vish(r,z)=0 (4.97)
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denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan (4.86) denkleminden X,Y,Z € £ (M) icin

(VxS$)(¥,2) = (VyS)(Y.Z)+ (Vyh')(Y,Z) = mo(Vih)(Y,Z)
—my{hX (X, Y)Z(k) + hK (X, Z)Y (k)} (4.98)
+g(X,Y)S(V1,Z) +g(X,Z)S(Y,VI)

elde edilir. Boylece, (2.17) ve (4.97) denklemleri (4.98) denkleminde kullanilirsa, (4.95)

denklemi elde edilir.

b) (M, g>) manifoldunun & sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi igin gerek ve

yeter kosul M, tizerindeki herhangi U,V,W vektor alanlar i¢in
(VESH(V,W) =0 (4.99)
denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, (4.90) denkleminden

(VuS)(V,W) = (VESH)(V,W) + (VEH)(V,W)
+(1—mp)(VEH) (V,2W) — my (V3RS (V,W)
=2U(f1) 182(V, W)k® — g(V,W)U (k°)
+m{W (U, V)W (k) + s (U, W)V (k)}
—my (B, (U, VIW () + By (U, W)V (1) = b (U, V)W (k)}
—mi {—H5 (U, W)V (1) = 5 (U, V)W (1) = b (U, W)V (k)}
—2U(K)S(V,W) =V (k)S(U,W) =W (k)S(V,U)
+5(U,V)S(VE,W) 4 g(U,W)S(V, Vk)

(4.100)

bulunur. Boylece, (2.17) ve (4.99) denklemleri(4.100) denkleminde kullanilirsa, (4.102)
denklemi elde edilir. O

Yukaridaki teoremden hareketle, bir ¢arpik carpim manifold icin agsagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.2.1.6 M manifoldu &7 simfindan bir Einstein-benzeri ¢carpik carpim manifold
olsun. Bu durumda

a) (My,g1) manifoldunun & sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi icin gerek ve

veter kosul X ,Y,Z € £ (M) vektor alanlart icin
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(Vih)(Y,2) =0 (4.101)

denkleminin saglanmasudir.

b) (M3, g>) manifoldunun & sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve

veter kosul U,V.W € £ (M,) vektor alanlart icin
(VEhS) (VW) = —h (U, V)W (1) — hy(U, W)V (1) (4.102)

denkleminin saglanmasidir.

ispat. (4.95) ve (4.102) denklemlerinde k fonksiyonu sabit fonksiyon olarak alinirsa istenilen

elde edilir. O

Asagidaki teoremde . @/ smifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis c¢arpim

manifoldlarin ¢carpan manifoldlar karakterize edilmistir.

Teorem 4.2.1.7 M manifoldu % & o/ sinifindan bir Einstein-benzeri c¢arpik-biikiilmiis

carpim manifold olsun. Bu durumda

a) (M1, g1) manifoldunun .9 & </ sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmast i¢in gerek

ve yeter kosul X € £ (M) vektor alani i¢in

(V;(hl)(XJ() = mZ(V}l(hlf)(X7X)
+2moX (k)hk (X, X) —2g(X,X)S(V1,X) (4.103)

2 m+2
—IVy1e(X.X) — VyT X, X

denkleminin saglanmasudrr.

b) (M, g>) manifoldunun .9 & < siifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek



ve yeter kosul U € £ (My) vektor alani i¢in

(Vi) (U, U)+ (1 —m)(Vh5)(U,U) =

denkleminin saglanmasidir, burada k° =
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my (VER) (U, U) — 2mphs (U, U)U (k)

+2U(f1)/182(U,U)k* +g(U,U)U (k°)

+my {2h5(U,U)U (1) — 205 (U, U)U (k)

—2h5(U,U)U(1)}

+4U (k)S(U,U) — 2(U,U)S(Vk,U)

+ (VoD 0) - VP (U,0))
(4.104)

Nk+ || VK|

Ispat. M manifoldu .# .o/ smifindan bir Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis carpim

manifold olsun.

a)(M,,g;) manifoldunun . & <7 sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi igin gerek

ve yeter kosul .7 =

X vektor alani icin

% g1 tensoriiniin Killing olmasidir, yani M| iizerindeki herhangi

0= (Vy7H(X,X) (4.105)
denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan (2.18) denkleminden X € .Z (M) i¢in
0= (Vx7)(X,X)
= (VxS)(X.X) — 555 (Vx(18)) (X, X)
= (VxS)(X,X) = 52 (Vx7)g(X, X)
elde edilir. Bu durumda (4.76) denklemi kullanilirsa
0= (ViS")(X,X)+ (Vih')(X,X) = ma (Vi) (X, X) — 2moX (k) I} (X, X)
—(Vk&) (X, X)I° +2g(X,X)S(V1,X) (4.106)

— 2 (VxT)g(X.X)
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27!

a8l )(X,X) terimi (4.106) denkleminin sag tarafina ekleyip ¢ikartilirsa

(VSN (X,X) = Vi (;:25581) (X.X)

+(VER) (X, X) — ma (VL) (X, X) — 2mpX (k)R (X, X)

+28(X,X)S(VI,X) — 25 (Vx1)g(X,X)

1
VL (EL ) (X, X).

(4.107)

bulunur. Bu yiizden, (4.107) ve (4.105) denklemlerinden, (4.103) denklemi bulunur.

b)(M;, g») manifoldunun .# @ o7 simifindan bir Einstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek

272

ve yeter kosul .72 = §? — 2= ¢, tensoriiniin Killing olmasidir, yani M, iizerindeki herhangi
g y g

nmy+2

U vektor alani i¢in

0= (V472 (U,U) (4.108)

denkleminin saglanmasidir. Diger taraftan, U € . (M) icin (2.18) denkleminden

= (Vu2)(U,U)
= (VuS)(U,U) - 25 (Vu(1g))(U,U)
= (VuS)(U,U) — 525 (Vy1)g(U,U)

elde edilir. Bu durumda (4.79) denkleminden

0=

(ViS?)(U,U) + (Vh) (U, U) + (1 —m) (Vi h5)(U,U)
—my (Vi h)(U,U)

+2mohs (U, U)U (k) — (V38)(U,U)k° — g(U,U)U (k°)
—m {20 (U, U)U (1) = 2h,(U,U)U (k) —2K5(U,U)U (1)}
—4U (k)S(U,U) +2g(U,U)S(Vk,U)

—-25(Vy1)g(U,U)

(4.109)
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bulunur. Eger V7, (mz%jz £2)(U,U) terimi (4.109) denkleminin sag tarafina eklenip ¢ikartilirsa

0= (V3$*)(U,U) - Vzu(mzzizgz)(U,U)
(ViR ) (U, U) + (1 —ma) (Vi h5) (U, U) —my (Vi hh) (U, U)
+2mahis(U,U)U (k) = 2U (f1) f182(U,U)K° — g(U,U)U (k)
—m{2h,(U,U)U (1) — 20 (U, U)U (k) — 2h5 (U, U)U (1)} (4.110)
—4U (k)S(U,U)+2g(U,U)S(Vk,U)
—25(VuT)g(U,U)
+Vi (miizgz)(U U)

elde edilr. Bu yiizden (4.110) ve (4.108) denklemlerinden, (4.104) denklemi bulunur. ]

Asagida o/ &% siifindan bir Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis ¢arpim manifold

karakterize edilmistir. (4.64) denkleminden hareketle, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1.8 M manifoldu </ & A swmifindan bir Einstein-benzeri c¢arpik-biikiilmiis
carpim manifold olsun. Bu durumda, (M1, g1) ve (M3, g>) manifoldlarimin o & % sinifindan

bir Einstein-benzeri manifold olmast icin gerek ve yeter kosul

C1 myp m

= + 2 A A (D) + A (k) — 2 A (k) — = A (I
c f1f2 1(1) + A (k) X 1(k) X 2(1)
+ﬂA2(k) —myg(P\Vk,PiVk) —m Al —2mg(VI, VI) (4.111)

fi
—myr< Ak+ ¢(Vk. Vk) » +mre(PoVk.P5Vk) +2m1e(BVk,VI
2{ g(Vk, )} 28(P,Vk, P,Vk) 18(P,Vk,VI)

denkleminin saglanmasidir, c,c| ve ¢y swrastile (M, g),(My,g1) ve(Ma,g>) manifoldlarinin

skaler egriligidir.

Asagidaki teoremlerde carpan manifoldlar1 Einstein-benzeri olan bir carpik-biikiilmiis

carpim manifoldun kendisinin de Einstein-benzeri olmasi durumu incelenmistir.

Teorem 4.2.1.9 M manifoldu bir ¢arpik-biikiilmiis carpim manifold ve (My,g1) ve (M3, g>)
carpan manifoldlart </ smifindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. Bu durumda M

manifoldunun <f smifindan bir Einstein-benzeri ¢carpik-biikiilmiis carpum manifold olmast
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icin gerek ve yeter kosul herhangi X € £ (M) ve U € £ (M,) i¢in

(VIR (X, X) + (VER) (U, U) + (1 —mp) (V3 R5) (U, U) =

+ma{ (Vihy) (X, X) +2X (k)i (X, X)}

—2g(X,X)S(VL,X) +my (Vi hh)(U,U) — 2myhk(U,U)U (k)

+2U(f1)f182(U,U)k° +g(U,U)U (k°) (4.112)
+2m {hs (U, U)U (1) — Ky (U, U)U (k) — K5 (U, U)U (1)}

+4U (k)S(U,U) —2g(U,U)S(Vk,U)

—(Vu$)(X,X) = 2(VxS)(X,U) = 2(VyS)(X,U) — (VxS)(U,U)

denkleminin saglanmasudr.

Ispat. M manifoldu bir carpik-biikiilmiis carpim manifold ve (M;,g1) ve (M5, g>) carpan
manifoldlart 7 sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. O halde herhangi X € .2 (M)
ve U € £ (M) igin

(ViSH(X,x)=0 ve  (V3S*)(U,U)=0 (4.113)

saglanir. Bu durumda M manifoldunun o7 sinifindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis

carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi X € .Z(M;) ve U € £ (M>) igin
(Vx1uS)(X+U,X+U)=0 (4.114)
olmasidir. Burada, X + U € I'(TM). (4.114) denklemi diizenlenirse,

(VxS)(X,X) + (VuS)(X,X) +2(VxS)(X,U) +2(VyS)(X,U)
+(VxS)(U,U) + (VuS)(U,U) =0

(4.115)
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elde edilir. Burada, (4.76) ve (4.79) denklemleri kullanilirsa, (4.115) denkleminden

0= (VikSH(X.X)+(Vii)(X,X)
—my(VYRE) (X, X) = 2maX (X (k)X (k) — (V) (X, X)1°
+2my VI X (k)X (k) +2g(X,X)S(VL,X)
+(V3S?)(U,U) + (V) (U,U)
+(1 = m) (VRIS (U, U) = my (VEIY) (U, U)
+2mohs (U, U)U (k) — (V38)(U,U)k° — g(U,U)U (k°) (4.116)
—m {2U(U (1)U (1) —2U (U (1))U (k) =20 (U (k))U (1)}
—mi {=2VZU (U (1) +2VEU (U (k) +2V3U (k)U (1)}
—4U (k)S(U,U) +2g(U,U)S(Vk,U)
+(VuS)(X,X)+2(VxS)(X,U)
+2(VyS)(X,U) + (VxS)(U,U)

bulunur.  Burada, (VyS)(X,X),(VxS)(X,U),(VuS)(X,U),(VxS)(U,U) terimleri
(4.59)~(4.61) denklemleri kullanilarak acilip incelenirse, birbirlerini sifirlamadig ve
acilimdaki tiim terimlerin ayni sekilde kaldig goriiliir. O halde (4.112) denklemi, (4.113) ve
(4.116) denklemlerinden elde edilir. ]

Teorem 4.2.1.10 M manifoldu bir ¢carpik-biikiilmiis carpim manifold ve (My,g1) ve (M2, g>)
carpan manifoldlart % sufindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. Bu durumda M
manifoldunun % siifindan bir Einstein-benzeri carpik-biikiilmiis carpum manifold olmast

icin gerek ve yeter kosul herhangi X,Y,Z € £ (M;) ve U,V,W € L (M,) i¢in
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(VXh)(Y,Z) — (Vyh')(X,Z) + (VER) (V. W) — (V3R (U, W)
+(1—m){(VERS) (VW) — (VEHE) (U, W)}

+(VuS)(V,Z) + (Vx4uS) (Y, W) + (Vx1uS)(V,Z) + (VxS) (V. W) =
)

mp{(Vyh})(Y,Z) — (V) (X, Z2)} +mo {1} (X, 2)Y (k) — B} (Y, Z)X (k)}
—8(X,Z)S(Y, V1) +g(Y,Z)S(X, V1) +mi{(V{hh)(V,W) — (Vi hb) (U, W)}
+H2U (/1) f182(V.W) =2V (f1) f182(U, W) }k® + g(V,W)U (k%) — g(U, W)V (k°)
—mo{h5 (U, W)V (k) = h5(V,W)U (k) } +mi {hy(U,W)V (1) = B5(U, W)V (1)}

W)
+my{—hS (U, W)V (k) — (V. W)U (1)} + my {K5(V, W)U (1) + b (V,W)U (k) }
—UK)S(V, W) +V (k)S(U, W)+ g(U,W)S(V,Vk) — g(V,W)S(U, Vk)
+(VvS)(X,Z) + (Vy1vS)(X, W) + (VyvS) (U, Z) + (VyS) (U, W)

(4.117)

denkleminin saglanmasudir.

Ispat. M manifoldu bir carpik-biikiilmiis carpim manifold ve (M;,g1) ve (M5, g>) carpan
manifoldlar1 Z sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. O halde herhangi X,Y,Z €

ZL(My) ve U,V,W € £ (M) igin
(VisH(y,z)=(VishHx,z)  ve  (VESH(V,W)=(ViSH(U,W)  (4.118)

saglanir. Bu durumda M manifoldunun 4 sinifindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis

carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi X,Y,Z € £ (M) ve U,V,W € £ (M>) i¢in
(Vx4uS) Y +V,Z+ W) = (VyvS) (X +U,Z+W) (4.119)
olmasidir. Burada, X + U,Y +V,Z+W € I'(TM). (4.119) denklemi diizenlenirse,

(VxS)(Y,Z)+ (VuS)(Y,Z) + (Vx+uS) (Y, W)
+(Vx4uS)(V,Z) + (VxS)(V, W)+ (VyS)(V,W) =
(VyS)(X,Z) + (VvS)(X,Z) + (Vy4vS) (X, W)
+(VysvS)(U,Z)+ (VyS)(U,W)+ (VyS)(U,W)

(4.120)
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elde edilir. (4.86), (4.87), (4.90) ve (4.91) denklemleri kullanilirsa, (4.120) denkleminden

0= (VxsH(¥.2)- (VlSl)(X7Z)+(V552)(VW) (Vis*)(U,W)
+(Vih)(¥,Z) = (V') (X, Z) = mo{ (Vi) (Y, Z) = (Vi) (X, Z)}

—ma (W (X, 2)Y (K) — (Y, 2)X ()} + ¢(X, Z)S(Y, V1) — g (Y. Z)S(X, V1)
(

1
(VER) (VW) = (V5 ) (U, W) + (1 —m){ (Vg h5) (V,W) — (Vi hb) (U, W)}
—my {(VGh5) (V,W) — (Vi hh) (U, W)}

=2U(f1)/182(V.W)k® +2V (f1) f182(U,W)k® — g(V.W)U (k°) + g(U, W)V (k°)
+ma {5 (U, W)V (k) — h5(V,W)U (k) }

—m {hy(U,V)W (1) +h (U,

W)V (1) = H5(U, V)W (k) }
—mi{—h5(U,W)V ()~ K5(U,V)W(l) — K5 (U, W)V (k)}
+my {hS (V, U)W (1) + Ky (V, W)U (1) — b5 (V,U)W (k) }
i {—h5 (V,W)U () — W5 (VU)W (1) = W5 (V, W)U (k) }
—2U(k)S(V,W) =V (k)S(U,W)—-W(k)S(V,U)
+g(U,V)S(Vk,W)+g(U,W)S(V,Vk)
+2V(k)S(U,W)+U (k)S(V,W)+W (k)S(U,V)
—g(V,U)S(Vk,W) — g(V,W)S(U, Vk)
+(VuS)(Y,Z) + (Vx+uS) (Y, W) + (Vx4uS)(V.Z) + (VxS)(V,W)

~ (WX, Z) = (Vy+vS) (X, W) = (Vy4vS)(U,Z) — (VyS)(U,W)

(4.121)

bulunur. Burada, (VuS)(Y,Z),(Vx1uS)(Y,W),(Vx1+uS)(V,Z),(VxS)(V,W),
(VyS)(X,Z),(VysyS)(X, W), (VysvS)(U,Z),(VyS)(U,W) terimleri (4.59)~(4.61)
denklemleri kullanilarak acilip incelenirse, birbirlerini sifirlamadigi ve agilimdaki tiim
terimlerin ayni sekilde kaldigi goriiliir. O halde (4.117) denklemi, (4.118) ve (4.121)

denklemlerinden elde edilir. O

Teorem 4.2.1.11 M manifoldu bir ¢carpik-biikiilmiis carpim manifold ve (My,g1) ve (M2, g>)
carpan manifoldlart & sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. Bu durumda M
manifoldunun & sinifindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim manifold olmast

icin gerek ve yeter kosul herhangi X,Y,Z € £ (M) ve U,V,W € £ (M>) icin



77

(V) (V,2) + (VB )V, W) + (1= ma) (VERE) (VW) =
ma(VERE) (Y, Z) + ma{ WK (X, Y)Z(k) + Bk (X, 2)}Y (k)
—g(X,Y)S(VL,Z)—g(X,Z2)S(Y,VI)

+my (Vi h) (V,W) 42U (fi) figa(V, W)k®

+&(V, W)U (k) — ma{ W5 (U, V)W (k) + h5 (U, W)V (k)}
+my {Ry (U, V)W (1) + B (U, W)V (1) — By (U, V)W (k) }
+my {—H5(U,W)V (1) = B (U, V)W (1) = By (U, W)V (k) }

+2U (K)S(V,W)+V (k)S(U,W)+W(k)S(V,U)
—g(U,V)S(Vk,W) —g(U,W)S(V,Vk)

—(VuS)(Y,Z) = (Vx1uS)(Y,W) — (Vx1uS)(V, Z) — (VxS)(V, W)

(4.122)
)
(

denkleminin saglanmasudir.

Ispat. M manifoldu bir carpik-biikiilmiis carprm manifold ve (My,g1) ve (M>,g2) carpan
manifoldlar1 & sinifindan bir Einstein-benzeri manifold olsun. O halde herhangi X,Y,Z €
ZL(My) ve U, VW € £ (M) i¢in

(VisH(r,z)=0  ve  (V3S*)(V,W)=0 (4.123)

saglanir. Bu durumda M manifoldunun & sinifindan bir Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis

carpim olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi X,Y,Z € £ (M) ve U,V,W € £ (M>) igin
(VxsuS)(Y +V,Z+W) =0 (4.124)
olmasidir. Burada, X + U,Y +V,Z+W € I'(TM). (4.119) denklemi diizenlenirse,

(VXS) (Y, Z) + (VUS) (Y, Z) + (Vx+US) (Y, W)
HVxuS)(V.Z) + (ViS)(V,W) + (VuS)(V.W) =0

(4.125)

elde edilir. (4.98) ve (4.100) denklemleri kullanilirsa, (4.125) denkleminden
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0= (V¥S")(Y,Z) + (Vxh')(Y,Z) —ma(V ) (Y, Z)
—my (KX (X, Y)Z(k) + 1K (X, Z)Y (k) } + g(X,Y)S(VI,Z) + (X, Z)S(Y, VI)
+(V2S2)(V,W) + (VERE) (VW) + (1 — ma) (VERE) (V, W) —my (V3R (V, W)
—2U (f1) /182(V.W)k® — g(V, W)U (k°) + ma{ K5 (U, V)W (k) + h (U, W)V (k)}
—mi{h5(U, V)W (1) +h5 (U, W)V (1) = 5 (U, V)W (k) }
—mi{—h5(U,W)V (1) = K5(U,V)W (1) = h5 (U, W)V (k) }
—2U (k)S(V,W) =V (k)S(U,W) —W (k)S(V,U)
+¢(U,V)S(Vk,W) +g(U,W)S(V, Vk)
+(VuS)(Y,Z2) + (Vx1uS) (Y, W) + (Vx1uS)(V,Z) + (VxS)(V, W)
(4.126)

bulunur. Burada, (VyS)(Y,Z),(Vx1uS)(Y,W),(Vx+uS)(V,Z),(VxS)(V,W) terimleri
(4.59)~(4.61) denklemleri kullamilarak acilip incelenirse, birbirlerini sifirlamadigi ve
acilimdaki tiim terimlerin ayn sekilde kaldig1 goriiliir. O halde (4.122) denklemi, (4.123) ve
(4.126) denklemlerinden elde edilir. [

4.2.2. Bir G.k.K. Manifoldun Kismi-Egik Altmanifoldlar

Bu boliimde bir g.k.K. manifoldun bir kismi-egik altmanifoldu i¢in gecgerli olan ve ana

teoremlerde kullanilan temel sonuclar verilmistir.

Lemma 4.2.2.1 M manifoldu bir (M,J,0,g) g.kK. manifoldunun bir kismi-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda herhangi XY € T(2) ve U,V € T(2?) icin

g(VxY,V) = —sec’fg <AJyPV —AppvY —10(FPV)Y, X) —10(V)g(X,Y) , (4.127)

g(VuV,X) = sec?0g (A XPV —AppyX + Lo(JX)PV, U) ~lo(X)g(U,V) (4.128)

denklemleri saglanir.

Ispat. X,Y € T(2%) ve V € T'(29) olsun. (M,J,§ = e °g) bir Kaehler manifold
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oldugundan (2.37), (2.39), (2.26) ve (2.27) denklemlerinden,

3(VxY,V)= g(VxY,V)=g(VxJY,IV)
= §(VxJY,PV)+g(VxJY,FV)
= —g(AyPV,X)—§(VxY,tFV) —g(VxY,nFV)

elde edilir. Burada tF = —I — P?> ve nF = —FP oldugu gercegi kulamlirsa (bkz. (2.16)
denklemi [53]),

g(VxY,V)= —g(AjyPV,X)+sin® 03(VxY,V)+§(VxY,FPV)
= —3(AyX,PV)+8(AppyY,X) +sin205(VxY,V)

bulunur. Boylece
g(VxY\V) = —sec?0{g(A;y PV —AppyY.,X)}

elde edilir. (2.35), (2.40) ve (2.42) denklemlerinden, (4.127) denklemine ulasilir. (4.128)

denklemi benzer sekilde ispatlanabilir. U

(4.128) denkleminden, asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.2.2 M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun bir kismi-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda 2° egik daguminin M iizerinde integrallebilir olmast icin

gerek ve yeter kosul herhangi X € T(2) ve U,V € T(29) icin
g(AjxPV —AppyX,U) = g(AjxPU — AppyX,V) — o(JX)g(PV,U) (4.129)

denkleminin gerceklenmesidir.

Ispat. 29 egik dagiliminin integrallenebilir olmas1 icin gerek ve yeter kosul herhangi U,V €
(2% ve X € T(21) igin g([U,V],X) = 0 olmasidir. (4.128) denkleminden, g([U,V],X) =

0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.129) denkleminin saglanmasidir. U

Uyar 4.2.2.3 29 dagilimmin integrallenebilirlik kosulu Tastan ve Gerdan [54] tarafindan
Sfarkli bir sekilde verilmistir.



80

Teorem 4.2.2.4 M manifoldu bir (M,J,®,g) manifoldunun has kismi-egik altmanifoldu

olsun. Bu durumda 27 tiimel reel dagilimi her zaman integrallenebilirdir.

Ispat. Bu teoremin ispati Theorem 3.1 [54] in ispat1 ile oldukga benzerdir. Bu yiizden, burada

verilmemistir. U

Uyar 4.2.2.5 Bu kisimda, bir (M,J,®,g) g.k.K. manifoldunun bir M kismi-egik
altmanifoldu icin, BY = B+ + B® seklinde ifade edilmistir, burada BT ve B®, BM vektor

alanmmin sirast ile 27 ve 2° dagilimarina teget kisimlaridur.

4.2.3. Bir G.k.K. Manifoldun Carpik-Biikiilmiis Carpim Kismi-Egik Altmanifoldlari

Bu béliimde, bir (M,J, ®,g) g.k.K. manifoldunun 5, M Lx M 9 tipinde bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldlar1 karakterize edilmistir. Burada f, € C*(M 9) carpik

fonksiyon ve f; biikiilmiis fonksiyondur. Ilk olarak, bu tip manifoldlara 6rnek verilmistir.

Ornek. (zi,...,z¢), altr boyutlu R® ¢klidyen uzaymim dogal koordinatlar1 olsun ve R =
{(z1,...,26) € RS : 71 # Fzpandzs # 0} seklinde tanimlansm. Bu durumda (RR®,J,go),
(J,g0) alisilmig Kaehler yapisina sahip bir Kaehler manifolddur. R iizerinde gy Kaehler

2 . 2\2
(@2 =3 (12 seklinde

metrigine konformal olan g = e®gy metrigi alinsin, burada ¢° = 6

tanimlanmustir. O halde, (R®,J, g) bir g.k.K. manifolddur. M manifoldu
1=Uu—v,=u+v,3=yv, Z4:()7 5=X, Z():Oa

seklinde tanimli bir altmanifold olsun, burada x, u,v # 0. Bu durumda, M manifoldunun 7M

teget demetinin yerel ¢ati alani

1 1
— (1 + ), V=—+~(—-01+h+7
\/5(1 h) \/§( |+ 0+ k)

X=0d5, U=

seklinde hesaplanir, burada i € {1,2,...,6} i¢in d; = % Bu durumda 2+ = span{X} bir
tiimel reel dagilim ve 2° = span{U,V} dagilim 6 = cos ™! (\/LE) egik agisina sahip bir (has)
egik dagilimdir. Bylece, M manifoldu 6 = cos™! (\/Lg) egik agisina sahip bir has kismi-egik

altmanifolddur.

Direkt hesaplama ile 2 ve 29 dagilimlarinin integrallenebilir oldugu goriilebilir. 2 ve
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2° dagihimlarimin integral manifoldlari siras1 ile M~ ve M? ile gosterilsin. g | ve gg sirasi ile
M+ ve MY iizerine gy Kaehler metriginden indirgenmis metrik olsunlar. M ve M? iizerinde
sirast ile §| = x?g | ve §g = u’gg konformal Riemanniyen metrikleri tanimlansin.

2 2)

(23— 27

M tizerinde x = z5 ve uv = 1

oldugundan, M manifoldunun gy Kaehler metriginden

indirgenmis metrigi g,

ds? = (uv)?x2dx* + (uv)*x*(du? + dv?)
= (w)’x%g | + (uw)*x%gg

= (u)’gL+()’go

seklinde hesaplanir. Boylece, M manifoldu (M1,g,) ve (M% gg) manifoldlarmin
bir carpik-biikiilmiis carpimidir. O halde, ,M* x5 M® manifoldu (R®J,g) gkK.
manifoldunun f; = uv carpik fonksiyonuna ve f; = vx biikiilmiis fonksiyonuna sahip asikar
olmayan bir ¢arpik-biikiilmiis carpim has kismi-egik altmanifoldudur. Dahas1, (R®,J,g)

manifoldunun Lee formu
1 1 1
w=2 (—dx—|— —du+ —dv)
X u 1%
ile verilir. Sonug olarak, Lee vektor alani

a2 (10 10 10
()22 \xdx  udu vau

seklinde hesaplanir ve M manifolduna tegettir.

Lemma 4.2.3.1 M = szl X £ M® manifoldu bir (M,J,®,g) g.kK. manifoldunun f, €
C=(M®) carpik fonksiyonuna ve f biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpum kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda herhangi X € £ (M*) icin

o(X)=3X(Inf) (4.130)

denklemi saglanir.

Ispat. M = ;,M* x ; M® manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun f» € C*(M?)
carpik fonksiyonuna ve f; biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis c¢arpim
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kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, herhangi U,V € #(M?) and X € .2 (M™) icin,
(4.47) denkleminden [X,V] = [X,U] = 0 ve (4.48) denkleminden [U,V] = V&V — VU €
I'(TM?) oldugundan

3dQX,UV) = XQ(U,V)+UQ(V,X)+VQ(X,U)
—Q(X,U],V) - Q([U,V],X) — Q([V,X],U)
= Xg(U,PV)

elde edilir. (4.47) denklemi kullanilirsa, baz1 hesaplamalardan sonra
3dQ(X,U,V)=2X(In f1)g(U,PV) (4.131)
bulunur. Diger taraftan (2.34) denkleminden

dQX,U, V)= oAQX,U,V)
= 0(X)QU,V)+oU)QV,X)+o(V)QX,U)
— 0(X)g(U.PV)

elde edilir. Yani,
dQ(X,U,V)=w(X)g(U,PV) (4.132)

sonucuna ulagilir. Boylece, istenilen (4.131) ve (4.132) denklemlerinden elde edilir. O

Lemma 4.2.3.1 den, asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.3.2 M = ,M* x s M® manifoldu bir (M,J,®,8) g.k.K. manifoldunun f, €
C=(M®) carpik fonksiyonuna ve fy biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, M altmanifoldunun ¢, M L x nM % tipinde
bir baz konformal ¢arpik carpim olmast icin gerek ve yeter kosul B Lee vektor alaninin M=+

altmanifolduna dik olmasudur.

Ispat. M = szl X £ M?® manifoldu bir (M,J,»,g) gkXK. manifoldunun f, € C=(M?)
carpik fonksiyonuna ve f; biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis ¢arpim
kismi-egik altmanifoldu olsun. M altmanifoldu szL XM 9 tipinde bir baz konformal

carpik carpim ise, bu durumda f; fonksiyonu sadece M altmanifoldunun noktalarina bagl
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oldugundan herhangi X € .Z(M™') icin , X(Inf;)=0 elde edilir. (4.130) denkleminden,
g(B,X) = 0 bulunur. O halde, B Lee vektor alan1 M+ altmanifolduna diktir.

Tersine, B Lee vektor alan1 M~ altmanifolduna dik ise, herhangi X € ¥ (ML) icin
g(B,X) = 0 elde edilir. Bu durumda, (4.130) denkleminden X (Inf;) = 0 elde edilir. O
halde, f; fonksiyonu sadece M® altmanifoldunun noktalarina baghdir. Bu durumda M
altmanifoldunun gy, indirgenmis metrik tensorii gy = fr2g ® 3o seklinde olur, burada f,
carpik fonksiyon ve gg = f12gg ile tanimlidir. Boylece M = M L x M ® bir baz konformal
carpik carpimdir. U

Lemma 4.2.3.3 M = szL X f M® manifoldu bir (M,J,®,g) g.kK. manifoldunun f; €
C°°(M9) carptk fonksiyonuna ve f\ biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, herhangi V € £ (M 9) icin

o(V)=3V(lnf) (4.133)

denklemi saglanir.

Ispat. M = ,M* x5 M® manifoldu bir (M,J,®,8) gk XK. manifoldunun f> € C*(M?)
carpik fonksiyonuna ve f; biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis carpim
kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda ® = do oldugundan, dw = 0 elde edilir.
Boylece, dis diferansiyel formiilii kullamlirsa, herhangi V € .Z(M?) ve X € £(M") igin
0=do(V,.X)=Vo(X)—-Xwo(V)—o([V,X]) bulunur. Boylece, [V,X] = 0 oldugundan

Vo(X)=Xw(V) (4.134)
elde edilir. Burada (4.130), (4.47) ve (2.35) denklemleri kullanilirsa,

Wo(X)= VX(Infi)]=V[g(X,Vinf)]
= g(VVX,Vlnfl)+g(X,VVV1nf1)

= g(V(lnfz)X +X(1nf1)V,Vlnf1) (4.135)
+g (X,V(]nfz)VIHfl +V1nf1 (lnfl)V)

= 2V(Inf)X(Inf)
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sonucuna ulagilir. Boylece,
Vo(X)=3V(nf)X(Inf) (4.136)
elde edilir. Diger taraftan, (4.47) ve (2.35) denklemlerinden

Xo(V)= Xg(B,V)=Xg(B% V)
= g(VxB®,V)+g(B% VxV)

0 0 0 (4.137)
= g(B (Inf2)X +X(Inf1)B ,V) —I—g<B ,V(In fo)X +X(lnf1)V)
= 20(V)X(Inf)
bulunur. Yani,
Xo(V)=20(V)X(Inf) (4.138)
elde edilir. O halde, (4.134)~(4.138) denklemlerinden (4.133) denklemine ulasilir. 0

Lemma 4.2.3.3 den, asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.3.4 M = M+ x s, M® manifoldu bir (M,J,®,8) g.kK. manifoldunun f> €
C°°(M9) carptk fonksiyonuna ve f\ biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, M altmanifoldunun M~ x fi M?®
tipinde bir biikiilmiis carpim olmast icin gerek ve yeter kosul B Lee vektor alanimin M®

altmanifolduna dik olmasudir.

Ispat. M = ;,M* x ; M® manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun f, € C*(M?)
carpik fonksiyonuna ve f; biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis ¢arpim
kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda, f> sabit oldugundan herhangi V € .Z(M?) icin,
V(Inf;) = 0 elde edilir. (4.133) denkleminden, g(B,V) = 0 bulunur. O halde, B Lee vektor

alam M? altmanifolduna diktir.

Tersine, B Lee vektor alan1 M9 altmanifolduna dik olsun. Bu durumda, herhangi V € . (M?)
icin g(B,V) = 0 elde edilir. O halde, (4.133) denkleminden V (In f,) = 0 bulunur. Boylece,
f> fonksiyonu bir sabittir, f> = ¢ olsun. Bu durumda M nin indirgenmis metrik tensorii gy,

gm = ¢*g | @ f1%ge formunda olur, burada c bir sabit ve f; biikiilmiis fonksiyondur. Boylece,
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M =M+ x M ® bir biikiilmiis ¢arpimdir. t

Teorem 4.2.3.2 ve Teorem 4.2.3.4 den, asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.2.3.5 M = M+ x, M® manifoldu bir (M,J,,8) g.kK. manifoldunun f, €
C=(M®) carpik fonksiyonuna ve fy biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. bu durumda, M altmanifoldunun yerel olarak direkt
carpim olabilmesi icin gerek ve yeter kosul B Lee vektor alaninin M altmanifolduna dik

olmasidrr.

Ispat. M = ,M* x5 M® manifoldu bir (M,J,®,8) gk XK. manifoldunun f» € C*(M?)
carpik fonksiyonuna ve f; biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir ¢arpik-biikiilmiis carpim
kismi-egik altmanifoldu olsun. Eger M manifoldu yerel olarak bir direkt carpim ise bu
durumda f; ve f> fonksiyonlari sabittir. Bu durumda, herhangi X € . (M*) ve V € £ (M?)
icin, (4.130) ve (4.133) denklemlerinden sirasi ile g(B,X) = g(B,V) = 0 elde edilir. O halde

B Lee vektor alam1 M altmanifolduna diktir.

Tersine, B Lee vektor alan1 M altmanifolduna dik olsun. Bu durumda, herhangi X € £ (M L)
ve V. € Z(MP) igin, X(Inf;) = V(Inf>) = 0 elde edilir. Buradan f» fonksiyonu sabit
cikar, f> = c olsun ve f; fonksiyonu sadece M® manifoldunun noktalarina bagl olur. Bu
durumda M manifoldunun gy metrik tensérii gy = c2g, @ f1°ge formunda olur. Boylece,
M altmanifoldu (M+, g7 ) ve (M9, gy) altmanifoldlarinin lokal olarak bir direkt ¢arpimudir,

burada g = c?g | ve gp = fi’ge. =

Lemma 4.2.3.6 M = szL X f M® manifoldu bir (M,J,®,g) g.kK. manifoldunun f; €
(M 6) carptk fonksiyonuna ve f\ biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpum kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda herhangi XY € L (M*) ve V € £ (M?)

icin
g(AJXPV —AFP\/X,Y) = { C0829 (D(V) + %a)(FPV)}g(X,Y) (4139)
denklemi saglanir.

Ispat. M hipotezde belirtildigi gibi bir carpik-biikiilmiis carpim kismi-egik altmanifold
olsun. Bu durumda herhangi X,Y € Z(M*‘) ve V € £(M%) igin (4.127) denklemi
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kullanilirsa,
g(VyX,V) = —sec’0g <AJXPV —AppvX — O(FPV)X, Y) —1o(V)g(X,Y)

elde edilir. Burada (4.46) ve (4.133) kullanilirsa, (4.139) denklemine ulasilir. ]

Lemma 4.2.3.7 M = szl X £, M® manifoldu bir (M,J,®,g) g.kK. manifoldunun f; €
C°°(M6) carptk fonksiyonuna ve f\ biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir carpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. Bu durumda herhangi X € (M) ve U,V € £ (M?)

icin
g(AjxPV —AppyX,U) = —cos’0 o(X)g(V,U) — Lo(JX)g(PV,U) (4.140)

denklemi saglanir.

Ispat. M hipotezde belirtildigi gibi bir carpik-biikiilmiis carpim kismi-egik altmanifold
olsun. Bu durumda herhangi X € Z(M*) ve U,V € Z(M%) icin (4.128) denklemi

kullanilirsa,
g(VyV,X) = sec?0g (A]XPV —AppyX + 30(JX)PV, U) —10(X)g(U,V)

elde edilir. Burada (4.48) ve (4.130) kullanilirsa, (4.140) denklemine ulasilir. ]
Lemma 2.5.3 ve Lemma 2.5.1.3 den, asagidaki sonuc elde edilir.

Lemma 4.2.3.8 M| x s M, bir ¢ift biikiilmiis carpim olsun. M X 5, My manifoldunun
fr € €7 (M) ¢carpik fonksiyonuna ve fi biikiilmiis fonksiyonuna sahip bir ¢arpik-biikiilmiis
manifold olmast i¢cin gerek ve yeter kosul 9\ standart yapraklanmasinin ortalama egrilik
vektor alaninin kapalt olmasidir.

Ispat. Lemma 2.3 [31] iin ispatina ¢ok benzer oldugu icin, burada ispat verilmeyecektir. [

Asagida carpik-biikiilmiis ¢carpimlar1 karakterize eden bir teorem verilmistir.
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Teorem 4.2.3.9 M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun bir kismi-egik
altmanifoldu olsun. Bu durumda M manifoldunun lokal olarak bir ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim
manifold olmast icin gerek ve yeter kosul A sekil operatériiniin herhangi X € T'(2) and
vV e(29) icin

AjxPV —AppyX = {COSZG (I)(V) + %(D(FPV)}X
(4.141)

—cos?0 0(X)V — 30(JX)PV

denklemini saglamasidir. Dahasit M manifoldu lokal olarak bir cift carpik carpim
manifolddur.

Ispat. M manifoldu bir (M,J,®,g) gk.XK. manifoldunun ;M x M® tipinde bir

carpik-biikiilmiis carpim kismi-egik altmanifoldu olsun. Herhangi X € Z(M~*) ve V €
Z(M?) icin

)
AjxPV —AppyX = (AJXPV —ArpvX ) + (AJXPV —ArpvX ) (4.142)

1

seklinde ifade edilir, burada <A xPV — AppyX | , AjxPV — AppyX ifadesinin M+

0
manifolduna teget kismi ve (A xPV — Appy X ) AjxPV — AppyX ifadesinin M g
manifolduna teget kismudir. Boylece, herhangi ¥ € .2 (M") igin, (4.139) denkleminden,

1
g(AJXPV —Appy X, Y) =g <{ 00529 (J)(V) + EO)(FPV)}X, Y)
elde edilir. Y € £ (M) keyfi vektor alan1 ve g Riemanniyen oldugundan
1
(A,va —AFPVX) _ { c0s20 (V) + Lo(FPV) }x (4.143)
bulunur. Benzer sekilde, herhangi U € (M 9) icin, (4.140) denklemi kullanilirsa

1
g(A]XpV —ArpyvX, U) = g(— 00829 CO(X)V — E(D(]X)PV, U)
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elde edilir. U € .Z(M?) keyfi vektor alam ve g Riemanniyen oldugundan,
0
(AJXPV _AFPVX) = —cos’0 0(X)V — S0 (JX)PV (4.144)

sonucuna ulagilir. Boylece(4.142)~ (4.144) denklemlerinden, (4.141) denklemi elde edilir.

Tersine, M bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun kismi-egik altmanifoldu olsun oyle ki
(4.141) denklemi saglansin. Bu durumda, herhangi X € T'(21) ve U,V € T'(29) i¢in, (4.141)
denkleminden, (4.129) denklemi elde edilir. Boylece, Teorem 4.2.2.2 den, 29 egik dagilim
integrallenebilirdir. Diger taraftan, Teorem 4.2.2.4 den, 2 tiimel reel dagiliminin her zaman
integrallenebilir oldugu bilinmektedir. M ve M? siras1 ile 27 ve 29 dagilimlarinin integral
manifoldu olsun ve ht ve h?, sirasi ile M+ ve M® manifoldlarinin M icindeki ikinci
temel formlarini gostersin. Bu durumda, herhangi X,Y € I'(2+) ve V € T'(29) i¢in, (2.21)

denklemi kullanilirsa,
g(h™(X,Y),V) =g(VxY,V)
elde edilir. Burada (4.127) ve (4.141) denklemlerinden
g(h-(X,Y),V) = —30(V)g(X.Y)
bulunur. Bazi hesaplamalardan sonra,
g (X,Y),V) = g(—g(X,Y)3B°,V)
elde edilir. Boylece,
ht(X.Y)=—g(X,Y)3B°

sonucuna ulagilir. Bu denklem M- manifoldunun — %Be ortalama egrilik vektor alanina sahip
bir tiimel umbilik manifold oldugunu s6yler. Diger taraftan, herhangi X € ['(21) ve U,V €
I'(29) icin, (2.21) denkleminden

g(he(U,V),X) :g(VUVaX)
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elde edilir. Burada, (4.128) ve (4.141) denklemleri kullanilirsa
g(h®(U,V),X) = —30(X)g(U.V)
bulunur. Bazi hesaplamalardan sonra,
g(h®(U,V),X) = g(—g(U,V)3B*,X)
elde edilir. Boylece,
m(U,V)=—gU,V)3iB*

sonucuna ulasilir. Bunun anlami, M® manifoldunun M icinde —%BL ortalama egrilik vektor

alanina sahip bir tiimel umbilik manifold oldugudur.

Simdi B ve B? vektor alanlarinin kapal oldugu gosterilecektir. 0 ve @, sirasi ile B+ ve
BY vektor alanlarinin dual 1-formlarini gostersin. Herhangi X € T'(24) icin, 0+ (X) = o(X)

elde edilir. Boylece, herhangi X,Y € T'(2) igin,

dot(X,Y)= Xo'(Y)-Yor(X)- ot ([X,Y])=Xo¥)-Yo(X)-o([X,Y])
= do(X,Y)

bulunur. Buradan, d@ = 0 oldugundan d®" = 0 sonucu ¢ikar. Yani, @~ kapaldir. Boylece,
dual 1-formu kapali oldugundan B vektor alani kapalidir. Boylece Lemma 4.2.3.8 den, M
lokal olarak bir carpik-biikiilmiis ¢arpimdir. Dahasi, B® vektor alaninim kapali oldugu da
benzer sekilde gosterilebilir. Bu yiizden, Lemma 2.5.1.3 den, M manifoldu ayn1 zamanda bir

cift ¢carpik carpim manifolddur. U

Uyar14.2.3.10 Teorem 4.2.3.9 da bir (M,J, @, g) g.k.K. manifoldunun bir ¢arpik-biikiilmiis
carpim kismi-egik altmanifoldunun aym zamanda bir ¢ift carpik ¢arpim manifold oldugu
kanmitlannustir. Bu yiizden, buradan itibaren bir g.k.K. manifoldun cift carpik carpim

altmanifoldlar: ¢calisilmistir.
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4.2.4. Cift Carpik Carpmm Kanisik Jeodezik Kismi-Egik Altmanifoldlar Icin Bir
Esitsizlik

Bu boliimde, bir (M,J,®,g) gk.K. manifoldunun M+ x s, M® tipindeki bir ¢ift carpik
carpim karigik jeodezik kismi-egik altmanifoldunun ikinci temel formunun normunun karesi

icin bir esitsizlik verilmistir. Burada, M bir tiimel reel ve M® bir egik altmanifolddur.

Lemma 4.2.4.1 M bir (M,J, ®,g) manifoldunun szL XpM % tipinde bir cift carpik carpim
kismi-egik altmanifoldu olsun, burada M bir tiimel reel ve M® bir egik altmanifolddur. Bu

durumda, herhangi XY € £ (M*) ve U,V € £ (M?) icin
SHOX.).FY) = gHV.T).IX) + { 3PV ()~ So(FV) oY), 4145)

g(h(U,V),JX) =g(h(U,X),FV)+3X(Inf1)g(PV,U) — 30(JX)g(U,V)  (4.146)

denklemleri gerceklenir.

Ispat. X,Y ¢ Z(M*') ve U,V € Z(M%) olsun, V ile PV sirast ile (4.139) ve (4.140)
denklemlerinde yer degistirirse ve (2.23) ve (2.32) denklemleri kullanilirsa, sirasi ile (4.145)
ve (4.146) denklemleri elde edilir. ]

Uyar14.2.4.2 Eger, X € T(24) ve V € T(29) icin h(X,V) = 0 ise, M kismi egik

altmanifolduna karisik jeodezik denir.
Uyar1 4.2.4.2 ve (2.35) denkleminden, agsagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.4.3 M bir (M,J,0,g) g.k.K. manifoldunun szL XM % tipinde bir ¢ift carpik
carpum karisik jeodezik kismi-egik altmanifoldu olsun. Eger B Lee vektor alanmi M
manifolduna teget ise, bu durumda herhangi X,Y € £ (M*) ve U,V € £ (M?) icin, (4.145)
ve (4.146) denklemleri sirasi ile

g(h(X,Y),FV)=2PV(Inf2)g(X.Y) , (4.147)



91

g(h(U,V),JX) = 2X(In f1)g(PV,U) (4.148)

haline gelir.

M =g, M+ xz M® manifoldu bir (M,J,®,g) gkK. manifoldunun (m; + my)-boyutlu
bir cift carpik ¢arpim altmanifoldu olsun. M manifoldunun {e1,....em,,e1,....em,,
Jel,...,Jeml,e}‘,...,eLz,él,...,él} seklinde bir standart ortonormal bazi segilsin Oyle ki
burada {ej,...,em, }, 2+ dagiliminin bir ortonormal bazi; {&y,...,&m, }, 29 dagiliminin bir
ortonormal bazi; {Jey,...,Jem, }, JZ+ dagilimmin bir ortonormal bazi; {e?, sl b F9°

dagiliminin bir ortonormal bazi ve {€1, ...,é;}, Z dagiliminin bir ortonormal bazidir. Burada

my = dim(2+), my = dim(2°) ve | = dim(9).

Uyar1 4.2.4.4 (2.33) denkleminden, {secOPéy, ...,secOPéy, } bazimin da 9° dagilumumn bir
ortonormal bazi ve {cscOFey,...,cscOF ¢, } bazimin da F2° dagilimmin bir ortonormal

bazi oldugu elde edilir, burada 0, 2° dagilimumin egik acisidur.

Teorem 4.2.4.5 M bir (M,J,®,g) g.k.K. manifoldunun szL XM b tipinde bir ¢ift carpik
carpum karisik jeodezik kismi-egik altmanifoldu ve B Lee vektor alant M manifolduna teget

olsun. Bu durumda, M manifoldunun h ikinci temel formunun normunun karesi
11]|> > my cot?0||BO||3 +my(ma — 1) cos?0||B+|2 (4.149)

esitsizligini gercekler, burada my = dim(M™), my = dim(M®) ve ||.|| . ve ||.||¢ strast ile g |

ve gg metrigine gore hesaplanmistir.

Ispat. Hipotezden, & ikinci temel formunun normunun karesi

Ial> = N(2+, 25| + In(2°, 2°)|I?
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seklinde ifade edilir. (2.31) ayrisimindan,

mp  nmp
IA]> = Zg (er,ej)Jer)’ + Y, Y g(hleies),ez)®
L

]k 1 i,j=la=

+ Z Zg (€arep),Jei)* + Z g(h(2a,2p),€})* (4.150)
a,b=1i=1 a,b,c=1

my+my [ 5

+ ), Y s(h(ee))
rs=1 t=1

elde edilir, burada {; } | <,<(n,4m,), M nin bir ortonormal bazidir. Boylece,

mi
|A][* > Z Zg (eiej), 2+ Z Zg (2a;@p), )

i,j=la= a,b=1i=

gerceklenir. Uyar1 4.2.4.4 den

A% > Z Zg (ei ej),cscOF ;) Z Zg (24,23),Je;)?

i,j=la= ab=1i=

bulunur. (4.147) ve (4.148) denklemleri kullanilirsa,

myp  np
HhHZZ gcscze Z Z(Péa(lnfz))zgz(ei,ej)

i,j=la=1
mp m

+ Y Y (alinfi)’g (Peu,)

ab=1i=1

elde edilir. Tekrar, Uyar1 4.2.4.4 den, Pe, = cosfé, sonucuna ulagtlir, burada {é.}1<c<m,,

29 nin bir ortonormal bazidir, bu yiizden son esitsizlik

my

|7]> > #cot?0 Z Y (é(nf)) )2g*(eive;)

i,j=1c=1
mpy m

+5 Y Y (ei(lnfi))’s*(Pea, 2)

a,b=1i=1

haline gelir. Burada a,b € {1,2,...,my} i¢cin 29, 6 egik acih bir egik dagilim oldugundan

cosO if a+#b,

g(Péme_b):{ .
0 if a=b
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bulunur. Boylece, direkt hesap ile
2o 4 2 2 2 2
||h||* > g™ cot“0||VIn f||* +ma(my — 1) cos“0||Vin fi|| (4.151)

elde edilir. Diger taraftan (2.35) ve (2.54) denklemleri kullanilirsa (4.130) ve (4.133)

denklemlerinden sirasi ile

Bt = %Vl(lnﬂ) ve BY= %izve(lnfz) (4.152)
2 1

elde edilir. Boylece, (2.50), (2.54) ve (4.152) denklemleri (4.151) esitsizliginde kullanilirsa,
(4.149) esitsizligi bulunur. 0

Teorem 4.2.4.6 M bir (M,J, ®,g) g.k.K. manifoldunun r,M* x s, M® tipinde bir ¢ift carpik
carpim karisik jeodezik kismi-egik altmanifoldu ve B Lee vektor alant M manifolduna teget
olsun. Eger invaryant normal alt demet 9 = {0} ise, bu durumda (4.149) esitsizliginin esitlik

durumunun 6zdes olarak saglanmast icin gerek ve yeter kosul herhangi X,Y € £ (M*) ve
U,V e LM% icin AjxY € L (M%) ve ApyV € £ (M™*) olmasidur:

Ispat. Verilen hipotez altinda (4.149) esitsizliginin esitlik durumunun 6zdes olarak

saglanmasi icin gerek ve yeter kosul (4.150) denkleminden
gh(2+,91),0J2)=0 ve  gW(2% 92%),F2%) =0

gerceklenmesidir. Bu kosullar, X,Y,Z € Z(M*) ve U,V,W € Z(M?) igin
g(h(Y,Z2),JX)=0 ve g(h(V,W),FU)=0

kosullarina denktir. (2.23) denkleminden, bu kosullarin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
AixY € M%)  ve  ApyV e LMY

denklemlerinin ger¢eklenmesidir. U

Teorem 4.2.4.7 M bir (M,J, ®,g) g.k.K. manifoldunun p,M* x s, M® tipinde bir ¢ift carpik

carpum karisik jeodezik kismi-egik altmanifoldu ve B Lee vektor alant M manifolduna
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teget ve invaryant normal alt demet 9 = {0} olsun. (4.149) esitsizliginde esitlik durumu
ozdes olarak saglanirsa, bu durumda M® manifoldu M kapsayan manifoldu icinde de tiimel

umbiliktir.

ispat. h®, M® manifoldunun M icindeki ikinci temel formunu gostersin. Bu durumda, a €

{1,...,mp} igin

h®(é,,e,) = h(é4,2,) + h(es,é,) (4.153)

seklinde ifade edilir, burada {e,...,éy,}, M® nm bir ortonormal bazi ve h®, M?
manifoldunun M igindeki ikinci temel formu ve 4, M manifoldunun M igindeki ikinci temel
formudur. M =4, M+ x s, M® agikar olmayan bir cift carpik carpim oldugundan, (2.56)

denkleminden

2

h(é,,e,) = = Vi(nf)) #0

elde edilir. Diger taraftan, h(29,2°%) C J2" oldugu Teorem 4.2.4.6 dan bilinmektedir.
Boylece,

my

h(égeq) = Z g(h(eq,eq),Jei)Je;
i=1

bulunur, burada {el,...,eml}, M+ manifoldunun bir ortonormal bazidir. Burada, a €
{1,....my} ve i € {1,...,m} olmak iizere (4.148) denklemi kullanilirsa, g(Pé,,e,) = 0

oldugundan
g(h(2q,24),Je;) = 3ei(In f1)g(Peq,2,) =0
elde edilir. Bunun anlami, hera € {1,...,my} igin
h(éq,eq,) =0

oldugudur. O halde, (4.153) denkleminden

h(é,.e,) = ho (e, e,)
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sonucu cikar. Boylece, M® manifoldu M icinde tiimel umbilik oldugundan, M iginde tiimel

umbiliktir. O

Uyar14.2.4.8 Lee form @ min tam olup olmamasi bu ¢alismadaki sonuglart degistirmez.

Boylece, bu sonuglar yerel konformal Kaehler durumunda da gecerlidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasina ilk olarak, Riemanniyen manifold, Einstein-benzeri Riemanniyen
manifold, Riemanniyen manifoldlarin altmanifoldlari, hemen hemen Hermityen manifold,
Kaehleriyen manifold, ¢ift biikiilmiis carpim manifold, yerel ve global konformal Kaehler
manifold tanimlar ile baglanmistir. Daha sonra hemen hemen Hermityen manifoldlarin
kismi-egik ve yari-egik altmanifoldlar1 ile ilgili tanmimlar yer almistir. Tezin bulgular
kisminda, ilk olarak konformal-biikiilmiis carpim manifoldlar tanitilmis ve bu tip manifoldlar
g.k.K. manifoldlarin alt manifoldlar1 olarak ele alinmistir. Lemma 4.1.1.1 ve Lemma 4.1.1.3
de g.k.K. manifoldlarin yari-e§ik altmanifodlar: i¢in saglanan kosullar verildikten sonra,
Teorem 4.1.1.2, Teorem 4.1.1.4, Teorem 4.1.1.5 ve Teorem 4.1.1.7 de 2T holomorfik
dagilimmin ve 29 egik dagilimini tiimel jeodezik ve integrallenebilir olmasi icin gerek ve
yeter kosullar verilmistir. Daha sonra, alt bolim 4.1.2 de, bir g.k.K. manifoldun szT X f
M® formunda bir konformal-biikiilmiis carpim manifoldu icin bir drnek insa edilmistir.
Lemma 4.1.2.1 ve Lemma 4.1.2.2 de bir g.k.K. manifoldun szT X f M?® formunda bir
konformal-biikiilmiis ¢arpim altmanifoldu icin saglanan esitlikler kanitlandiktan sonra,
Teorem 4.1.2.4 de bu tip altmanifoldlarin B Lee vektor alaninin altmanifolda dik olmasi
durumunda direkt carpim manifolda indirgendi8i ispatlanmigtir. Teorem 4.1.2.6 da bir
g.k.K. manifoldun bir has yari-egik altmanifoldunun szT XpM ® formunda yerel olarak
bir konformal-biikiilmiis ¢carpim manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar verilmistir.
Lemma 4.1.3.1 de bir g.k.K.manifoldun szT XM % formunda bir konformal-biikiilmiis
carpim altmanifoldunun ikinci temel formu i¢in saglanan bazi denklemler kanitlandiktan
sonra, Teorem 4.1.3.3 de bu tip altmanifoldlarin ikinci temel formunun normunun
karesi icin bir esitsizlik kurulmustur ve ayni zamanda bu esitsizligin esitlik durumu
incelenmigtir. Alt bolim 4.1.4 de bir g.k.K. manifoldun _f2M9 X f MT formunda bir
konformal-biikiilmiis carpim manifoldu i¢in bir ornek insa edilmistir. Lemma 4.1.4.1 ve
Lemma 4.1.4.2 de bir g.k.K. manifoldun ;M b x M T formunda bir konformal-biikiilmiis
carpim altmanifoldu i¢in saglanan denklemler kanitlandiktan sonra, Teorem 4.1.4.3 de bir
g.k.K. manifoldun bir has yari-egik altmanifoldunun zM 0 x M T formunda yerel olarak
bir konformal-biikiilmiis ¢carpim manifold olmas: icin gerek ve yeter kosullar verilmistir.

Lemma 4.1.5.1 de bir g.k.K. manifoldun ;M 0 x nM T formunda bir konformal-biikiilmiig
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carpim altmanifoldunun ikinci temel formu i¢in saglanan bazi denklemler kanitlandiktan
sonra, Teorem 4.1.5.2 de bu tip altmanifoldlarin direkt carpim manifolda indirgenmesi
icin yeter kosullar verilmigtir. Teorem 4.1.5.3 de yine bu formdaki altmanifoldlarin ikinci
temel formunun normunun karesi i¢in bir esitsizlik kurulmustur ve aym zamanda bu
esitsizligin esitlik durumu incelenmistir. Bulgularin 4.2 numarali kisminda carpik-biikiilmiis
carptm manifoldlar tanitilmigtir. Lemma 4.2.2, Lemma 4.2.3 ve Lemma 4.2.4 de bir
carpik-biikiilmiis carpim manifoldun sirasi ile Riemann egrilik, Ricci egrilik ve skaler egrilik
formiilleri kanitlanmistir. Lemma 4.2.5 de bir ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim manifoldunun Weyl
konformal egrilik tensorii hesaplandiktan sonra Teorem 4.2.7 de bir ¢arpik-biikiilmiis carpim
manifoldun cift carpik carpim manifolda indirgenmesi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir.
Onerme 4.2.8 de ve Teorem 4.2.9 da esdairesel vektor alanina izin veren carpik-biikiilmiis
carpim manifoldunun 6zel durumlar1 incelenmistir. Teorem 4.2.1.1, Teorem 4.2.1.3, Teorem
4.2.1.5, Teorem 4.2.1.7 ve Teorem 4.2.1.8 de swras1 ile &/, B, P, 9 DA ve of & B
sinifindan Einstein-benzeri ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim manifoldlarinin carpan manifoldlarinin
da FEinstein-benzeri manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmistir. Sonug
4.2.1.2, Sonug 4.2.1.4 ve Sonu¢ 4.2.1.6 da &/, % ve & smifindan Einstein-benzeri
carpik-biikiilmiis carpim manifoldlarin ¢arpik ¢arpim manifoldlara indirgenmesi i¢in gerek
ve yeter kosullar verilmistir. Tersine, Teorem 4.2.1.9, Teorem 4.2.1.10 ve Teorem 4.2.1.11
de ise ¢arpan manifoldlar1 Einstein-benzeri olan bir ¢arpik-biikiilmiis ¢carpim manifoldun
kendisinin de FEinstein-benzeri olmasi durumu da incelenmigtir. Alt bolim 4.2.2 de
carpik-biikiilmiis carpim manifoldlar g.k.K. manifoldlarin altmanifoldu olarak ele alinmistir.
Lemma 4.2.2.1 de bir g.k.K. manifoldunun kismi-egik altmanifodlari i¢in gecerli denklemler
kanitlandiktan sonra, Teorem 4.2.2.2 ve Teorem 4.2.2.4 de siras1 ile 29 egik dagiliminin ve
2 tiimel reel dagiliminin integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosullar verilmistir. Alt
boliim 4.2.3 de bir g.k.K. manifoldun ;,M* x s, M® formunda bir garpik-biikiilmiis carprm
manifoldu icin bir ornek insa edilmistir. Lemma 4.2.3.1 ve Lemma 4.2.3.3 de bir g.k.K.
manifoldun szL X £ M?® formunda bir carpik-biikiilmiis carpim altmanifoldu iizerinde
gecerli bazi esitlikler verildikten sonra, Teorem 4.2.3.2, Teorem 4.2.3.4 ve Teorem 4.2.3.5
de B Lee vektor alaninin altmanifolda dik olmasi durumunda bu tip altmanifoldlarin sirasi
ile baz konformal ¢arpik carpim, biikiilmiis ¢carpim ve direkt ¢carpima indirgenmesi i¢in gerek
ve yeter kosullar verilmistir. Lemma 4.2.3.6 ve Lemma 4.2.3.7 den hareketle Lemma 4.2.3.8
elde edilmistir. Teorem 4.2.3.9 da bir g.k.K. manifoldun bir has kismi-egik altmanifoldunun

M Lx M % formunda yerel olarak bir ¢arpik-biikiilmiis carpim manifold olmasi icin gerek
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ve yeter kosul elde edilmistir ve bu tip ¢carpim manifoldlarin ¢ift ¢arpik ¢carpim manifodlara
indirgendigi gozlenmigtir. Lemma 4.2.4.1 de bir g.k.K. manifoldun », M L x M ® formunda
bir cift ¢carpik carpim altmanifoldunun ikinci temel formu icin gecerli baz1 denklemler
kanitlandiktan sonra, karisik-jeodezik olan bu tip altmanifoldlar i¢cin Sonug¢ 4.2.4.3 de bazi
sonuclar elde edilmistir. Teorem 4.2.4.5 de yine bu formdaki altmanifoldlarin ikinci temel
formunun normunun karesi i¢in bir esitsizlik kurulmusgtur. Teorem 4.2.4.6 ve Teorem 4.2.4.7
de B Lee vektor alant M manifolduna teget oldugunda ve & = {0} kosulu altnda bu tip

altmanifoldlar iizerinde esitsizligin esitik durumunda gegerli olan sonuglar elde edilmistir.

Konformal-biikiilmiis carpim manifoldlar ve carpik-biikiilmiis ¢arpim manifoldlar cift
biikiilmiis carpim manifoldlarda biikiilmiis fonksiyonlardan birinin sadece bir carpan
manifolda bagli olmasi durumunda ortaya c¢ikan manifold tipleridir yani, cift biikiilmiis
carpim manifoldlarinin  6zel halleridir. Literatiirde bu tip manifoldlar daha ©nce
calisitlmamigtir. Bu manifold tipleri ilk defa bu tezde tanimlanmigtir. Dolayist ile bu tezde
yapilan ¢caligmalar literatiirdeki bir boslugu doldurmaktadir. Bu ¢alismada g.k.K. manifoldlar
icinde carpik-biikiilmiis ve konformal-biikiilmiis altmanifoldlarin varlig1 incelenmis ve bu tip
altmanifoldlara asikar olmayan ornekler verilmistir. Kapsayan manifold g.k.K. oldugunda
carpik-biikiilmiis carpim altmanifoldlarin ¢ift carpik carpim manifoldlara indirgendigi
goriilmistiir. Literatiirde carpik carpim manifoldlar ve c¢ift carpik ¢arpim manifoldlarin
farkli siniflardan Einstein-benzeri manifold olmasi durumunda carpan manifoldlarinin
Einstein-benzeri manifold olmasi durumu daha once Mantica [33] ve Sayied v.d. [24]
tarafindan incelenmistir. Bu tez calismasinda carpik-carpim, ¢ift carpik carpim ve hatta
biikiilmiis ¢carpim manifoldlarin daha genel hali olan ¢arpik-biikiilmiis carpim manifoldlar
icin benzer problem incelenmis ve Ricci tensorii ve Hessiyen tensoril cinsinden gerek ve
yeter kosullar verilmistir. Bu inceleme sonucunda biikiilmiis fonksiyon sabit alindifinda
ya da biikiilmiis fonksiyon sadece bir carpan manifolda baglh alindiinda, carpik-biikiilmiis
carpim manifold i¢in bulunan sonuglarin diger arastirmacilar tarafindan carpik ¢arpim ve cift

carpik ¢carptm manifoldlar i¢in bulunan sonuclarla uyustugu gozlenmistir.

Konformal-biikiilmiis carpim ve carpik-biikiilmiis carpim manifoldlar literatiirde daha
once calisilmadigindan, genis c¢alisma alanma sahiptir. Kapsayan manifold yerel
carpim Riemanniyen manifold, degme manifold ya da deg§me manifoldlarin 6zel
tipleri olan Sasakiyen, kosimplektik (cosymplectic), Kenmotsu v.b. manifold oldugunda

konformal-biikiilmiis ve carpik-biikiilmiis c¢arpim altmanifoldlarin bu tip kapsayan
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manifoldar i¢indeki varlig1 arastirilabilir ve bu tez calismasindaki benzer problemler farkli
kapsayan manifoldlar icin incelenebilir. Ayrica, bu calismada verilen carpik-biikiilmiis
carptm manifoldlarin Ricci tensoriinden yola cikarak, bu tip manifoldlarin Ricci soliton,
Yamabe soliton, quasi-Einstein, generalized quasi Einstein manifold olmasi ve bunlarin
yani sira bu tip manifoldlarin harmonik Weyl konformal egrilik tensoriine sahip olmasi gibi
durumlarda da farkli problemler caligilabilir. Dolayisi ile bu tez ¢alismasi yeni ¢alismalara

151k tutacak niteliktedir.
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