Sayisal integral

Bir f(x) fonksiyonunun tanimli oldugu bir [a,b] arahdindaki belirli asagidaki gibi
tanimlanir;

S, [a,b] araliginda f(x) egrisi ile x-ekseni arasindaki kalan ylzeyin alanidir.

f(x)

Sekilde [a,b] araliginda esit araliklarla N sayida nokta belirlersek, adim uzunlugu
asagidaki gibi olur;

(b—a)
N
a ve b noktalarini da katarak bo noktalari soyle adlandirabiliriz.

xo=a, x=a+ih, xn=b (i=1,2,3,....,N-1)
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N tane yamuk alani toplanirsa, sayisal integral i¢in trapez formili bulunmus olur.
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bulunur.

Soru:
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integralini trapez ydntemiyle hesaplayiniz. (Arali§i 4 esit parcaya béliniiz n=4)
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0.5 0.6205
0.625 0.6411
0.75 0.6337
0.875 0.5996

1 0.5403

<nl Lo Ju
I~h{2+f1+f2+f3+2}

0.6205 +0.6411+0.6337 +0.5996 + 0.5403

1 z0.125{ }=0.3072



from numpy import *
def yamuk(a,b,n):
if n<1 or a>b:
print("n,a ve b yi kontrol ediiz!")
else:
h=(b-a)/n
s=0.5*(f(a)+f(b))
foriin range(1,n):
x=a+i*h
s=s+f(x)
return h*s
def f(x):
return sqgrt(x)*cos(x)
a=0.5
b=1.0
n=4
integral= float(yamuk(a,b,n))

print ("integralin degeri=", "%.10f" % integral)



Sayisal Turev

f(x) fonksiyonunu x civavarinda ileri ve geri taylor seri acilimlari agagidaki gibidir.
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Soru:
x; cos(x;)

Yanda verilen f(x) = cos(x) fonksiyonunun degerlerini kullanarak

h=0.01 igin x=0.5 igin fonksiyonun birinci tiirevinin degerini 47 990447

hesaplayiniz. 0.46 0.896052
0.47 0.891568

fl(x) ~ fix+h)—J(x—h) 0.48 0.886995
" 0.49 0.882333

.50 0.87758
f(0.51) — f(0.49) 0.50 0.877583

f(0.50) = T 0.51 0.872745
>,
.5 B678
0.872745 — 0.882333 bt Sl et i
f/(05) = —sin(0.5) = —0.479426 0.54 0857709

0.55 0.852525

from math import *
def f(x):
return cos(x)
a=0.5
h=0.01
f1=(f(a+h)-f(a-h))/(2*h)
print("%.10f" % float(f1),"%.10f" % -sin(a))



Yarilama Yontemi:

[a,b] arahginda siirekli bir fonksiyon igin f(a)ef(b)<0 oluyorsa, yani fonksiyon isaret degistiriyorsa, bu
[a,b] arahiginda bir kéka vardir.
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Foksiyonun bu aralikta koéki varsa, araligin orta noktasi olan
a+b
o _(a*)
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noktasina bakilir.

e Eger f(a)*f(xm) < 0 oluyorsa, kdk solda demektir ve yeni aralik olarak [a,xm] alinir.
e f(xm)ef(b) < 0 oluyorsa, kbk sagda demektir. O zaman yeni aralik [xm,b] olur.

Bu islem tekrarlandikca(iterasyon), giderek koke yaklasilir ve 6nceden belirlenmis olan tolerans
degerinde (g) kok bulunur.

from math import *
def f(x):
return exp(x)*log(x)-x*x
def yarila(a,b,tol):
if f(a)*f(b)>0.0:
print("Bu aralikta kok yok.")
else:

dx=b-a



while(abs(dx)>tol):
xm=(a+b)/2
if(f(a)*f(xm))<0.0:
b=xm
dx=b-a
else:
a=xm
dx=b-a
return xm
a=1.0
b=3.0
tol=1.0e-8

print("X =" ,yarila(a,b,tol))

Kiris Yontemi:

Yarilama yénteminde kokiin bulundugu [a,b] araliginin hep ortasi alinarak kok’e yaklasiliyordu. Buna
karsin, f(a) ve f(b) degerlerine bakilarak kokiin hangi tarafa daha yakin olacagini tahmin edebiliriz.
[f(a)|>|f(b)| ise kék b degerine daha yakin olacaktir. Kiris yontemi bu 6zelligi kullanan hizh bir
yontemdir.

Kiris yonteminde verilen iki noktadan gegen kirisin x-eksenine ulastigi noktayla devam edilir. Birbirine
yakin xo ve x1 gibi iki nokta ele alalim . Bu noktalarin kdkii iki taraftan sarmasi sart degildir.



Oncelikle bu iki noktayi birlestiren dogrunun denklemini yazalim;
y=f(x) _ x-x,
Sx)=f(x) x—x

Bu dogru f(x) fonksiyonu igin xo ve x1 noktalari arasindaki kiris olur. Kirisin x-eksenini kestigi x. noktasini
bulmak i¢in dogru denkleminde y=0 alirsak,

0-f(x) _NhTX
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x2 noktasi koke daha yakin olacaktir. Bu kez x; ve x, noktalarindan gecen kirisi esas alip, ayni islemlerle
yeni x3 noktasi hesaplayabiliriz. Bulunan her yeni x; degeri koke daha yakin olur ve sonunda belli hata
pay!i icinde kék bulunur.

from math import *
def f(x):
return exp(x)*log(x)-x**2
def kiris(a,b,tol):
x0=a
x1=b
dx=b-a
while(abs(dx)>tol):
x2=x1-(x1-x0)*f(x1)/(f(x1)-f(x0))
x0=x1
x1=x2
dx=x1-x0
return x2
a=3.0
b=5.0
tol=1.0e-8
x=kiris(a,b,tol)

print( "x=", x)



Newton-Raphson Yéntemi:

Kiris yonteminde egrinin iki noktadan gegen kirisin uzantisi aliniyordu. Bunun igin, baslangicta iki nokta
verilmesi gerekiyordu. Buna benzer bir yontemi, tek bir noktadan baslayip, o noktadaki tegeti
kullanarak da yapabiliriz. Sadece bir noktayla baslatilan ve f'(x) tlirevinin de bilinmesi gereken bu hizli
yontem “Newton-Raphson Yontemi” olarak bilinir. Bu yontemde teget uzantisinin x-eksenine ulastigl
nokta ile devam edilerek koke ulasilir.

y [

X, noktasindaki teget

X, noktasindaki teget

Sekilde goruldigu gibi, x; noktasinda f(x) egrisine teget olan dogrunun denklemi;

y=f(x)=/"(x)x—x)
Bu tegetin x-eksenini kestigi x, noktasini bulmak icin denklemde y=0 alinirsa;

S ()

Xy =X
S'(x)

Bu kez x> noktasindaki tegeti esas alip yeni bir x3 noktasi bulunur. Buradan devamla, x; noktasindan
sonraki nokta asagidaki gibi olur.

Xigg =% _M
S'(x)

Bulunan her yeni nokta kéke daha da yaklasir ve sonunda belli bir hata payi icinde koke erisilmis olur.
Kiris yonteminde oldugu gibi, bu yéntemde de cift kath kdkler de bulunabilir.

Newton-Raphson yéntemi hem interval yarilama hem de kiris yontemine gore ¢ok daha hizlidir. Her
iterasyonda anlamli sayi iki katina gikar.



from math import *
def f(x):
return cos(x)-x
def f1(x):
return -sin(x)-1
def newton(a,tol):
x1=a
x=x1-f(x1)/f1(x1)
while(abs(x-x1)>tol):
x1=x
x=x1-f(x1)/f1(x1)
return x
a=1.0
tol=1.0e-8
x=newton(a,tol)

print("x =" x)



Euler yontemi
Euler yontemi Taylor-serisinin sadece birinci dereceden terimini kullanan bir yontemdir.
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Runge-Kutta Yontemi

Sayisal analizde Runge-Kutta yontemi, adi diferansiyel denklemlerin ¢oziim yaklagimlart igin
bir yotemdir.

Asagidaki gibi tanimlanan bir baslangi¢c deger problemini ele alalim.
y'=dy/dx=f(x,y)
y(X0) =yo
ve bu problem i¢in 4.mertebe Runge-Kutta yontemi asagidaki denklemlerle verilir.
1
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Boylece bir sonraki degeri o anki degerine araliginin biiytlikliigliyle tahmini e§imin ¢arpiminin
eklenmesiyle elde edilir. Bu egim, egimlerin agirlikli ortalamasidir.

ki araligin baslangicindaki egimdir.

ko araligin orta noktasindaki egimdir. Bu k2 egimi, Euler Yontemi kullanilarak y'nin x,+h/2
noktasindaki degerinden elde edilir.

k3 yine orta noktadaki egimdir. Ama bu sefer y degeri k2 egiminden elde edilir.

k4 araligin sonundaki egimdir ve y degeri k3 egimi kullanilarak bulunur.



RUNGE-KUTTA YONTEMLERI:
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olarak kabul edelim. Bu seri acimiminin ilk dort terimini kullanarak hesaba devam edelim.
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Buradaki besinci terimi arttk O(h*) olarak gérecegiz. Yukarida yaptigimiz gibi:
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Son formiilde k; ve kz biiyiikliikleri hemen goriiltiyor. Alti ¢izili terimler icin ise asagidaki gibi bir
ks segiminin miimkiin oldugu gosterilebilir. Béylece iigtincii mertebeden RUNGE-KUTTA
Yontemine erismis olduk.
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Uygulamada en c¢ok kullanilan bicimi ile 4. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yontemi, Yani
yukaridaki seride h* katsayili terim de kullanilarak elde edilen yontem asagidaki gibi ézetlenebilir.
Xn noktasindaki bilinen y, degerini kullanarak x,+; noktasindaki y,+i; degerini bulmak igin

uygulanacak islemler séylece 6zetlenebilir.
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k4 =hf(xn +h’yn +k3)
YVl = Vn +é(k1 + 2k, + 2y +k4)
xn+1 =xn +h

4. Mertebeden RUNGE-KUTTA Yontemi dort adimda yapmaktadir. Bu metodun hatasi, TAYLOR
Serisinde kullanmadigimiz ilk terim olan beginci mertebeden tiirev iceren terim yardimiyla soyle

()" ol
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belirlenebilir.

Ornek :

(1<x<3,h=02)
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Ilk adimi hesaplayalim.
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Ve =1-0.1668=0.8332
X, =X, +h=1+02=12

Boéylece ilk adimimizi tamamlamus olduk. Simdi 1 <x< 3 igin ¢oziimii tablo haline getirebiliriz.

X y=y(RK) k1 k2 k3 k4 y=1/x

1 1 -0,2 -0,16364 -0,16694 -0,13884 1

1,2 0,833333 -0,13889 -0,11752 -0,11917 -0,10202 0,833333
1,4 0,714286 -0,10204 -0,08844 -0,08934 -0,07812 0,714286
1,6 0,625 -0,07813 -0,06893 -0,06947 -0,06173 0,625

1,8 0,555556 -0,06173 -0,05523 -0,05557 -0,05 0,555556
2 0,5 -0,05 -0,04524 -0,04546 -0,04132 0,5

2,2 0,454545 -0,04132 -0,03773 -0,03789 -0,03472 0,454545
24 0,416667 -0,03472 -0,03194 -0,03206 -0,02959 0,416667
2,6 0,384615 -0,02959 -0,02739 -0,02748 -0,02551 0,384615
2,8 0,357143 -0,02551 -0,02375 -0,02381 -0,02222 0,357143
3 0,333333 0,333333

O(1°) = 0(0,00032)



n inci mertebeden bir diferansiyel denklem n tane birinci mertebeden diferansiyel denklemden
olusan bir sisteme doniistiiriilebilir.
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Bu sistemin ¢ozlimii igin x in bir noktasindaki y,,y,.---,y, degerlerinin (kosullarinin )
verilmesi gerekir.

@ _
dx y
xX= ( ) icin python kodu:

(0<x<Lh=02)

from math import *

def rkd4m(x0,y0,h, n):
x=x0;y=y0;xd=[x0];yd=[y0]
for 1 in range(n+1):

kl = h * £(x, y)
k2 = h * f(x + 0.5*h, y + 0.5%kl)
k3 =h * £f(x + 0.5*h, v + 0.5*%k2)
ki =h * £f(x + h, yv + k3)

y= v + (k1 + 2*(k2 + k3) + k4)/6.0
yd.append (y)

x=x+h

xd.append (x)
return (xd, yd)
def f(x,vy):
return x-y

m(x0,y0,h,n)
i in range(n+1l):
print (x[1],yI[i])
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