KLASIK MEKANIK 13. HAFTA UYGULAMA

1. Soru:
Y

> T

Yukanidaki sekli baz alarak, ortamdaki n kirilma indisinin yalnizca y’ye bagh
oldugunu varsayalim ve (x,y) dizleminde yatan i1smlar1 gbéz Oniinde

bulunduralim. Ortamdaki bir (varsayimsal) P yolu, T zamaninda gegilecektir. Bu
da;

T[P] = c‘lj nds
P

yol integrali ile verilir. T’yi duragan yapan yollar T’nin ug noktalar1 oldugundan,
Fermat’in ilkesi zarif bir bigimde yeniden ifade edilebilir. [Fermat’in ilkesi; Bir
ortamdaki 151k 1s1nlarinin yollari, o ortam igin fonksiyonel T'nin u¢ noktalar ile
aynidir.] Dolayisiyla; (xg,v,) ve (x1,y;) nhoktalarini birbirine baglayan 1sin,
fonksiyonel T’nin ug noktasi olmalidir. Boylelikle kartezyen koordinatlarda T;

X1
T[y] = c‘lj n(1+ y?)V2dx
Xo

formunu alir. Burada y = Z—i’ ve n = n(y)’dir. n, x’e bagl olmadigindan, Euler-
Lagrange denkleminin;

_0F
x— — F = constant
0x

formunu kullanabiliriz. Bu da bize;

Ly, y,t) =n()J/1+y?

d :
_( n(y)y >—n’ 1377 =0
dt\ /1 + y2
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-n N ny _0
Ji+y? A+
—n'y 3y
+ =0
n - (1+y?)

3

%log [n‘1 1 +3'/2] =0

log [n‘1 1+ 3'/2] = log(1/c)

3

=C

esitligini verir. Burada y = tany yazarsak, y; 1sma teget ile x-ekseni arasindaki
ac1 olmak tiizere, denklemimiz;

ncosy = constant

haline gelir. Yani tipki Snell’in katmanli media yasasindan beklendigi gibi.

2. Soru: Basit sarkag¢ i¢in Hamiltonyeni ve Hamilton hareket denklemlerini
bulunuz.

Coziim: Genellestirilmis koordinatlarimiz; a ve 8 olmak iizere a burada sabittir.
Dolayistyla;

X = asin@,
y = —acosf

esitliklerine sahibiz. Bu esitliklerden faydalanarak kinetik ve potansiyel enerji
ifadelerimizi;

T = 2ma?6?,
2
V = —mgacosf

olarak elde ederiz. Dolayistyla basit sarkag i¢in Lagrange ifadesi;

1 .
L= Emazez + mgacosf

seklindedir.

6 koordinati i¢in konjuge momentum,



ifadesine sahiptir. Bu ifadeden,
Py
ma?

9 =

esitligini elde edebiliriz. Burada Hamiltonyen;

H=06P,—L
seklindedir. Bu da bize;
H= Po 0
=55~ mgacos

esitligini verir. Bu esitlikten Hamilton hareket denklemlerini elde edebiliriz.
Onlarda;

j_ 91 _ P
9= aPg  ma?’
i 0H _
Py = 30 = —mgasinf

seklindedir.

Bu basit 6rnek, problemlerin pratik ¢oziimii i¢in neden Hamilton denklemleri
yerine Lagrange denklemlerinin tercih edildigini de géstermektedir. Bu durum
i¢in; Hamilton denklemlerini ¢6zmek icin, ilk denklemi ¢’ ye gore diferansiyel
olarak inceleyip ve sonra da bilinmeyen Pg’y1 ortadan kaldirmak ig¢in ikinci
denklem kullanilirsa, bu bize tam olarak Lagrange denklemini;

4] +gsin9 =0
a

VErir.

3. Soru: Ters kare yoringe problemi i¢in Hamiltonyeni ve Hamilton
denklemlerini bulunuz.

Coziim: Bu korunumlu bir sistemdir. Dolayisiyla burada H = T + V ifadesine
sahibiz. Genellestirilmis koordinatlar, kutupsal koordinatlarla birlikte, r ve 8°dir.
Boylelikle kinetik ve potansiyel enerji;



T = %m(i‘z +7126%) V=—

esitlikleri ile verilir. Genellestirilmis koordinatlar icin momentum ifadeleri ise,

oL . _ oL _ 27
Pr—ar_—mr : Pg—ag—mre
seklindedir. Bu ifadelerden,
r = & , 9 = P92
m mr

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla Hamiltonyen;

_B* P mMG
T 2m 2mr?2 T

H

olarak elde edilir.

Elde edilen bu Hamiltonyen esitliginden, yoriinge problemi i¢in Hamilton
denklemlerini;

Lo OH _Pr . OH _ Py

T 9P, m ' " 9Py  mr?
. 0H _ P mMG . 0H _
b= or  mr3 r2 ' Po = 69_0

seklinde elde ederiz.



