KLASIK MEKANIK 4. HAFTA UYGULAMA

1. Soru: M kiitleli bir cisim, sabit bir noktadan hafif bir yayla asilir ve
diizgiin yer¢ekimi altinda hareket edebilir. Denge durumunda, yayin bir
b mesafesi kadar uzadigir bulunur. Bu denge konumu ile ilgili olarak
cismin dikey salinim periyodunu bulunuz. (Gerilmeyi kiiclk
varsayiniz.) Cisim, u hiziyla yukart dogru firlatan ani bir darbe
aldiginda denge konumunda asili kalir. Cismin sonraki hareketini

bulunuz.

Cozuim: Yay, sabit yercekimi kuvveti mg’ye maruz kaldiginda
uzama, b kadardir. Dolayisiyla yay sabiti olan a, a = mg/b ile
verilmektedir. z; cismin denge konumundan asagi dogru yer
degistirmesi olsun. O zaman yayin uzamasi, b + z ve geri ylikleme
kuvveti, a(b + z) = g(b + z)/b’dir. Bu nedenle, cisim i¢in hareket

denklemi:

d’z mg(b + z)
Maez =™ b

Yani; Q% = g/b olmak iizere basit harmonik ossilator denklemini,

d?z g
qzt ()7 =0
seklinde elde ederiz. Denge konumu ile ilgili dikey salinimlarin 7

periyodu,



seklinde verilir.
[k deger probleminde sonraki hareket,

x = AcosQt + BsinQt
formunda olmalidir.

Baslangi¢ kosullari; ¢t =0 iken x =0 ve yine t =0 baslangi¢

kosulunda, A = 0 ve x = —u’yu gosterirken, QB = —u yani

b=— u/Q ifadelerini verir. Dolayisiyla sonraki hareket denklemi;
- _Zsinat
X = Qsm
ile verilir.

2. Soru: Belli bir kararli, séniimlii ossilator denklemi;

d?x dx
F-I_ 3E+2X = 10cost

seklinde olan parcacik, baslangigta hareketsizdir. Sonraki hareketi

bulunuz.

Coziim: Ilk 6nce sabit kararli tepki olan x?’yi buluyoruz. Hareket

denklemlerinin kompleks karsiligz;

¥x+3dx+2 = 10e"
ez e T



seklindedir ve bu denklemin x = ce'*formundaki ¢oziimiinii artyoruz.
Bu ¢6ziimii yerine koydugumuzda,

10

- —1-3i
“T1+3i !

ifadesini elde ederiz. Bu ifadeyi takiben kararl tepki x?;
xP = R[(1 - 3i)e’] = cost + 3sint
seklinde elde edilir.

Simdi de tamamlayici fonksiyon xF’ye bakalim. Genel ¢6ziim;

T 3% =0
dt2 dr TN T

Seklindedir. Buradan kolaylikla;
x = Ae '+ Be %t
bulunur. A ve B sirasiyla sabitlerdir. Boylece hareket denkleminin genel
¢Oozumu;
x = cost + 3sint + Ae”* + Be %t

seklindedir.
t = 0 iken x = 0 baslangi¢ kosullar1 i¢in ifadeyi incelersek;

0=1+A4A+8B
ve t = 0 iken x = 0 kosulunu uyguladigimizda da,

0=3-A-2B

esitliklerini elde ederiz.



Bu esitliklerden A = —5 ve B =4 olarak elde edilir. Dolayisiyla

ossilatoriin bir sonraki denklemi;
x = cost + 3sint — 5e”t + 4e7%t
olarak elde edilir.

Bu durumda; gecici tepki, itici giiclin birden az dongiisiinden sonra
onemsizdir. Kararli tepkinin genligi; (1% + 32)Y/2 =+/10 ve faz
gecikmesi ise tan™1(3/1) =~ 72" "dir.

3. Soru:

m

Yukaridaki sekilde gosterildigi gibi 2m ve m kiitleli iki P ve Q
parcacigl, iki sabit destek arasinda T, gerilime sahip bir ip ile
sabitlenmektedir. Parcaciklar, ipin denge c¢izgisine dik olarak, enine
kiiciik salinimlara maruz kalmaktadirlar. Bu sistemin normal
frekanslarini, normal modlarin formlarini ve genel hareketini bulunuz.

Buldugunuz genel hareketin periyodik olup, olmadigini tartisiniz.



Coziim: Iki parcacigin, x ve y’deki yer degistirmelerinin a degerine
kiyasla daha kii¢iik oldugunu varsayacagiz. Yani ipteki li¢ boliim,
sonrasinda denge c¢izgisiyle kiiciik agilar olusturacaktir. Ayrica, ipin ii¢

boliimiiniin gerilimindeki herhangi bir degisikligi de ihmal edecegiz.

Ipin sol kismi sabit T, gerilimine sahiptir. Bu gerilme kuvveti; P
parcacig1 yer degistirdiginde, P lizerinde bir geri ylikleme gorevi goren
enine bileseni —Tysinf degerine sahiptir. 8 kii¢iik degerlere sahip
oldugundan bu bilesen, — Tyx/a’dir. Dolayisiyla, P ve Q igin enine
hareket denklemleri;

Tox N To(y — x)
a a

2mx = —

_ To(y — x) _ Toy
a 2a

seklindedir. Bu denklemler;
2% +2n’x —n’y =0
2y —2n’x +3n’y =0

formunda da yazilabilir. Burada n; n? = T,/ma ile tanimlanan pozitif

bir sabittir.
Bu denklemler, formun normal mod ¢6ziimlerine sahip olacaktir;
x = Acos(wt — y)

y = Bcos(wt — y).



Burada eszamanli dogrusal denklemler;
(2n? — 2w?)A—n?B =0
**
—2n%A+ (3n? = 20w*)B =0

seklindedir. Bu dogrusal denklemler, A ve B genlikleri i¢in 6nemli bir

¢Ozlime sahiptir. Bu ¢ozlimiin kosulu;

2n? — 2w? —n? _
det( —2n? 3n% — sz) =0

ifadesidir. Bu ifade sadelestiginde;

2w? —5n%w? +2n* =0
seklinde w? degiskeninde ikinci dereceden bir denklem elde edilir. Bu
denklemin kokleri 1se€;

1
w? = Enz , w3 = 2n?

olarak elde edilir. Dolayisiyla, sirasiyla n/v2 ve v/2n;normal

frekanslarina sahip, ki normal modu vardir.

Yavas mod: Yavas modda; w? = n?/2 degerine sahibiz. Boylece

** dogrusal denklemleri;
n*A—-n’B=0
—2n?A+2n*B =0

haline gelir. Bu iki denklemin her biri tek denklem A = B ile

esdegerdir. Dolayisiyla A = 6 ve B = § gibi 6nemli bir ¢oziimler



ailesine sahibiz. § burada sifir olmayan herhangi degeri alabilir. Bu

nedenle yavas normal mod;
X = 5cos(nt/\/§ - )/)
y = 5cos(nt/\/§ —-7)

formlarina sahiptir. Burda genlik faktorii, § ve faz faktorii, y herhangi

bir deger alabilir.

Sonug olarak yavas modda iki parcacigin her zaman ayni yer

degistirmeye sahip oldugu goriiliir.

Hizlh mod: Hizli modda ise w? = 2n?degerine sahiptir. Yavas

modda izledigimiz adimlar1 uygulayarak, hizli normal modun;
X = SCos(ﬁnt - y)
y = —ZSCos(ﬁnt — y)

formlarina sahip oldugunu goriiriiz. Burda genlik faktort, & ve faz
faktorii, y herhangi bir deger alabilir. Hizli modda, iki pargacigin
daima zit yonlerde hareket ettigini ve Q’nun, P’nin iki kat1 genlige

sahip oldugu goriiliir.

Genel hareket artik ilk normal mod ile ikinci normal modun

toplamidir. Bu da bize,
x = 61cos(nt/\/§ — )/1) + 52605(\/§nt — yz)

y = 51cos(nt/\/§ — )/1) — 252605(\/§nt —73)



esitliklerini verir.

Bu sistem i¢in 7, /7, = w,/w;, = 2°dir. Dolayisiyla, genel hareket

periyodiktir ve periyodu da; t; = 2v2m/n’dir.



