KLASIK MEKANIK 3. HAFTA UYGULAMA

1. Soru: Bir cisim, siirtiinme kuvveti -mKv ( burada K pozitif bir sabit ve v
cismin hizi) olan bir ortamda u hiziyla dikey olarak yukari dogru atilmaktadir.
Cismin maksimum yiiksekligini, bu ylikseklige ulasmak i¢in gegen siireyi ve
cismin son hizin1 bulunuz.

[Cisme etki eden kuvvet siirtiinme kuvveti oldugundan isaret eksidir ve cebirsel
kolaylik i¢in katsayr mK alinir.]

Coziim: Dogrusal diren¢ kuvveti dahil edildiginde, hareketin skaler denklemi;

dv

- —mK
m— mg — mKv

olur. Baslangi¢ kosulu t = 0 iken v = u oldugunda, bu ifade v igin;

j dv B jdt
g+Kv

formunu alir. Integralimiz, C integral sabiti olmak iizere;

1
Eln(g + Kv)=—-t+C

sonucunu Verir.



t = 0 aninda v = u baslangi¢ kosulu uygulandiginda, C integral sabiti;

C =K 'ln (g + Ku)

olarak elde edilir. Dolayistyla,

1 g+ Ku
t=—ln< )
K g+ Kv

esitligi elde edilir. Bu ifade t’yi v cinsinden verir, bu da maksimum yiikseklige
ulasmak 1i¢in gecen zamani bulabilmek i¢in ihtiyacimiz olan ifadedir.
Maksimum ytikseklige v = 0 oldugunda ulasilir, boylece maksimum yiikseklige
ulagsmak i¢in gegen siireye T dersek;

olarak elde edilir.

t icin ifade v cinsinden ters ¢evrilebilir ve t aninda cismin yukarit dogru hizi
i¢in;

_xt Y _K
— t _ 21— t
v =ue K(il e )

esitligi elde edilir.

Cismin son hizi i¢in ise bu ifade de limit t - oo olarak alimir. Ve bu limit
smirinda iistel terimler sifir olma egilimindedirler. Dolayisiyla;

v - —Z dr.
K



Boylece, siirtiinmesiz hareketin aksine, cismin hizinin; cisim diiserken sinirsiz
5 g <. e 1 .
artmayacagi ancak sonlu < degerine egilimli olacagr sonucuna varilir.

Dolayisiyla cismin son hizi % dir.

Cismin son hiz1 ayrica dogrudan hareket denkleminden de ¢ikarilabilir. Eger

cisim son hizda bir diisiis yasiyorsa; % = 0 ve dolayisiyla hareket denklemi;

0 = —mg — mKv halini alir. Buradan da yukar1 dogru son hizinin —% olacagi

gortlebilir.

Maksimum yiikseklik (z;,4,) is€ % = v denkleminin integralini alip ardindan

t =t koyarak bulunabilir. Bununla birlikte, yeniden bir hareket denklemi
yazarak da (z,,4,) 1 elde edebiliriz. Yeni hareket denklemi igin yazacagimiz
cikis noktasi olan ifade, bazi direng¢ yasalarinin ¢ozlimiinde pratiklik agisindan
Oonem tagimaktadir. Yani eger,

dv_dvxdz_ dv
dt _dz o dt 'dz

ifadesinden faydalanirsak, hareket denklemi;

dv_ K
vdz_ g v

haline gelir. Denklem;

fd —f vdv —1f(1+ J )d =2 _ 9 (g +Kv)+D
Tl g+Kv K g+Kkv) U Tk k29T

seklinde integre edilir.



Baslangi¢ kosullarimiz z = 0 iken v = u oldugunda ise;

—_r, 9 ¥_9 — X — ) = 9y, (9K
zZ= K+Kzln(g+Kv)+K Kzln(g+Ku)—K(u V) Kzln(g+1{v)

ifadesine ulasilir.

Bu ifade, v ’yi z ’nin bir fonksiyonu olarak verecek sekilde tersine ¢evrilemez,
zaten gerekte yoktur, ciinkii bu ifade z,,,, ’1 bulmamiz i¢in gereken ifadedir.
Cinkii z,,,, noktasina ulastiginda cismin hizi, v = 0 olacaktir. Yani, cisim
tarafindan ulagilan maksimum ytikseklik;



2. SOru: Bir pargacik uniform bir yercekimine ve dogrusal bir - mKv direng
kuvvetine maruz kalmaktadir. Baglangi¢ta parcacik bir u hiziyla, yatayla a acisi
yapacak sekilde firlatilmaktadir. Parcacigin sonraki hareketini bulunuz.

Coziim: Dogrusal direng terimi dahil edildiginde, hareket denklemi;

dv_ K I
mdt_ mKv — mg

olur. Baslangi¢ kosulu t = 0 aninda hiz; v = (ucosa)i + (usina)z ’dir. Bu
denklem, iki skaler hareket denklemine;

dv,

-, tKvy=0 —+ Kv, =—g

dat

¢Ozlimlenir.

Bu birinci dereceden denklemler, hem ayrilabilir hem de dogrusaldirlar.
Dogrusal olarak ele alindiginda ise integrasyon faktorii e %t °dir. Denklemler
baslangic kosullar1 yani t = 0 aninda v, = ucosa ve v, = usina esitlikleri
dikkate alinarak integre edildiginde;

v, = (ucosa)e Kt , v, = (usina)e Xt — % (1 —e Kt

elde edilir.

Parcacigin t anindaki konumu artik integre edilmis olan, v,, v, ifadeleri ile ve
t = 0 aninda x = 0 ve z = 0 baslangi¢ kosullar1 uygulanarak bulunabilir. Bu da
bize parcacigin yoriingesi i¢in ¢ozliim olan;

_ucosa .. _gt _ Kusina+g o _geN 9, wx
x—K(le),Z——Kz(le)Kt

ifadelerini verir.
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Yukarnidaki sekil, ayn1 baglangic kosullar1 ve boyutsuz direng parametresinin;

A (=Ku/g), 3 farkli degeri i¢in pargacik tarafindan alman tipik yollari
gostermektedir. ( A = 0 durumu sifir dirence karsilik gelir, bu durumda alinan
yol bir paraboldiir.) Diren¢ kuvvetinin hareket tizerinde dramatik bir etkisinin
oldugu da agik¢a goriilmektedir.

2.a. SOru:. Direng parametresi A1 kiigiik oldugunda, yataydaki menzil igin
yaklasik bir formiil bulunuz.

Coziim: Parcacik Diinya’ya dondiigiinde yani tekrar z = 0 oldugunda; ugus
stiresi 7, ** denklemlerinden ikincisini saglamaktadir;

(Kusina + g)(1 —e X)) —Kgr =0

bu denklem de boyutsuz direng parametresi, A (= Ku/g) gbz 6niine alinarak;

(Asina + 1)(1 —e X)) =0 (1)



olarak yeniden diizenlenebilir. Fakat bu denklem 7 i¢in agik¢a ¢oziilemez ve bu
nedenle yaklasik bir ¢6ziime ihtiyag vardir.

Diren¢ olmadiginda ucus siiresi 7; T = 2usina/g ile verildigi bilinmektedir.
Dolayisiyla ancak, A kii¢lik oldugunda, 7 i¢in bir ¢6ziim aramak mantiklidir.

2usina
’l' =

[1+ b A+ -] ()

b, burada katsay1 olarak tanimlanmaktadir. (II) denklemindeki katsayiy1 bulmak
icin; (II) denklemini, (I) denkleminin sol tarafina ekleyip, 4 'nin kuvvetlerini
yeniden genisletiriz ve sonra bu genislemedeki katsayilar sifira esitleriz. 7 i¢in
elde edilen bu yaklasik formiil, daha sonra ** denklemlerinden ikline
yerlestirilerek, 4 'nin kuvvetlerinde yeniden genisletilir. Cevap ise (iki terime
kadar), diiz zemindeki R menzili cinsinden su sekilde verilmektedir;

2 3
(Asina + 1) {1 — [1 — KT+ () — (k) n —kt=0

2 6
. KTo K (kTo)?
Asma(l—T)—E(ro+Arl)+ c =0
Sadece en biiyiik terimler alindiginda,
_ KT, 2usina
Asina ———=0- 15 =
2 g

Yukanidaki siire siirtiinme olmadigindaki ugus siiresidir. En biiyiik terimlerden
sonraki mertebe terimler alindiginda,

_k(To)? _ sinatgy _
Tl —_— 3/1 - SlTlaTO - = 3

Siirtiinme olmadigi durumdaki ugus siiresine gelen ilk diizeltme yukaridaki
terimle A’nin carpimiyla elde edilir.

R= geose {1 - !1 — KT + (KT)ZI}
K 2

K(To)z
2

= b1T0

R = ucosa [TO + Aty —

R = Ry(1 — 4Asina/3) + 0(1?)

burada R, direncin olmadigi durumdaki menzildir. 2. terim stirtlinmenin kiigiik
oldugu (1 « 1) durumda Ry menziline gelen en 6nemli diizeltmedir.



