KLASIK MEKANIK 12. HAFTA UYGULAMA
1. Soru:

a) Dairesel bir silindir, piiriizlii egimli bir diizlemde yuvarlanmaktadir. Bu
problemde yuvarlanma kosulunun integre edilebilir bir kisit oldugunu gosteriniz.

b)

Yukaridaki sekil, dikey diizlemi ile yatay bir zemin lizerinde yuvarlanmak tizere
smirlandirilmis a yarigapma sahip dairesel bir diski gostermektedir. Bu
problemde de yuvarlanma kosulunun integre edilemeyecegini gosteriniz.

Coziim:

(-a. Yuvarlanma kosulunun yoklugunda, bu sistemin iki serbestlik derecesi
vardir; genellestirilmis koordinatlar olarak x ( silindir ekseninin diizlemden asagi
kaymasi ) ve 8 ( silindirin doniis agis1). Dolayisiyla yuvarlanma kosulu;

X = ab ()

birinci dereceden diferansiyel denklem ile verilir. Burada a silindirin yari¢apidir.
Fakat bu kisitlama problemi ¢cozmeden integre edilebilir;

x = ab. (1)

Dolayisiyla kinematik kisitlama (I), geometrik kisitlamayla (II) esdegerdir.
Boylelikle de holonomik sistem s6z konusudur. Bu geometrik kisitlama artik
yeni (azaltilmis) bir genellestirilmis koordinat seti secilerek birlestirilebilir. Bu
ornekte, yuvarlanan silindirin bir serbestlik derecesine sahip olmasi i¢in
nihayetinde bir genellestirilmis koordinat (x veya 6) gereklidir.



(-b. Yuvarlanma kosulu olmadiginda, bu sistem 4 serbestlik derecesine
sahiptir. Oxyz, O zeminde ve Oz dikey olarak yukar1 bakacak sekilde sabit bir
dikdortgen koordinat sistemi olsun. Ardindan bir dizi genellestirilmis koordinat;

1) diskin € merkezinin x ve y koordinatlari,

i1) disk diizlemi ile x ekseni arasindaki 6 agisi,

i11) diskin ekseni etrafinda dondiigii ¢ agisi,
seklinde verilir,

Simdi yuvarlanma kosulunu, yani temas noktasinin sifir hiza sahip olmasi
gerektigini empoze edecegiz. Secilen koordinatlar agisindan,

X + apcosd =0 , y + agsind = 0
esitliklerini verir.

6°nin zamanin bilinmeyen bir fonksiyonu olmasindan ve 8 nin her iki denklemde
de olmayisindan dolay1 bu denklemler integre edilemez.

Boylelikle, bu problemde yuvarlanma kosulunun integrallenemez oldugu ve
esdeger kisitlamalarla degistirilemeyecegi sonucu ¢ikar. Dolayisiyla burada da
holonomik olmayan bir sistem s6z konusudur.

2. Soru:

Yukanidaki sekilde goriildiigii gibi, diizgiin bir yatay zemin iizerinde kayan, M
kiitleli bir takoz ve lizerinde de a agisi ile kayan m kiitleli bir blok bulunmaktadir.
Tiim hareket diizlemseldir.

a) Bu sistemin Lagrange denklemlerini bulunuz.
1) Takozun ivmesini ve
i) blokun ivmesini bulunuz.

b) Genellestirilmis momentumunu bulunuz.

2



Coziim:

(-a. Bu sistem 2 serbestlik derecesine sahiptir. Genellestirilmis
koordinatlar olarak; takozun zeminde yer degistirmesi olan x’ i ve blogun takoz
tizerinde yer degistirmesi olan y’yi aliyoruz. x ve y cinsinden Kinetik ve
potansiyel enerji;

1

R .
T = EMx2 + Em(x2 + y2 + 2xycosa)

V = —mgysina
seklindedir.

T ve V’nin gerekli kismi tiirevleri;

aT aT . ) aV

— =0, — =M+ m)x + (mcoswa)y, — = 0.

Jdx Jx X

oT 0 aT ( s % ,
— =0, — = (mcosw)x +my, = —mgsina.
7y 55 1COS )X 1y 5y 12°S
seklindedir.

Artik Lagrange denklemlerini olusturabiliriz. x koordinatina karsilik gelen
denklem;

% [(M + m)x + (mcosa)y] —0 =10 (N
ve y koordinatina karsilik gelen denklem;

% [(mcosa)x + my] — 0 = mgsina (1)
seklindedir. (I) ve (II) denklemlerini ¢6zdiigiimiizde ise,

mg sin & Cos o . (M4+m)gsina
V=

- . 9 J . N ’
M + m sin“ « M + msin~«

X =

gerekli ivmeleri elde ederiz. ikisi de sabittir.

*Bu sonuglar elbette daha temel yollarla elde edilebilir. Ornegin, bu sorunu dogrusal
momentum ve enerjinin korunumuna bagvurarak ¢ozebiliriz. Fakat Lagrange yontemi, sorunu
cozmek i¢in daha az fiziksel i¢gdriiye ihtiya¢c duyulmasi avantajina sahiptir.



(-b. Lagrange denkleminden yola ¢ikarak, P, ve P,;

oL
P, = e Mx + m(x + ycosa)
oL o
P, = E = m(y + xcosa)

esitlikleri ile verilir.

3. Soru:

k

|
16

L:.c')

b ' (asinf)o
| ,

—magk

Yukarnidaki sekilde gosterildigi gibi bir kiiresel sarkaci ele alalim. Lagrange’s;
L= %mar2 [92 + (sin6 q'b)z} + mga cos 6

ile verilmektedir. ¢’nin periyodik bir koordinat oldugunu dogrulayiniz ve de
karsilik gelen momentumu bulunuz.

Coziim:
X = asinfcos¢p
y = asinfsing
Z = acosf

Genellestirilmis koordinatlar cinsinden kinetik ve potansiyel enerji;
1 . .
T = Em [(a@)z + (asin9¢)2]
V = —mgacosf
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seklindedir.

Lagrange denklemi ise,

L=T-V
olmak tizere,
1 : :
L=5m [(a@)z + (asin@qb)z] + mgacos6
ile ifade edilir.
2—; = 0 oldugundan ¢ koordinati1 periyodiktir. Momentum korunur ve,
dL ,
Py = — = ma®sin*0¢
d¢o

seklinde elde edilir. Bu genellestirilmis momentum, aslinda sarkacin kutup ekseni
etrafindaki ac¢isal momentumudur.



