FINAL OZET

Gozlem; olgutoplama islemi degil, olgu bulma islemidir.

Bir gozlemin bilimsel degeri, divenirlik ve gecerlik gibi iki temel kosulu yerine getirme
glicune baghdir.

Guvenilir gozlem, nesnel nitelikte olan gézlemdir.

Gozlemin tekrar edilebilirligi ve her tekrarinda tutarh kalmasi, giuivenilirligin bir baska
Olclsuddar.

Gozlemin gecerligine gelince, gecerli bir gbzlem belli biramaca yonelik, bir sorunun
yanitlanmasina, bir problemin ¢c6zimiine veya bir hipotezin test edilmesine yarayan bir
gozlemdir.

Bir gozlemin guvenirligi, gecerligi saglandiktan sonra ancak 6nem tasir.

Deney bir gézlem bigimidir. Olgu bulma islemi olarak deney kuskusuz si- radan bir gbzleme
gore daha kesin, daha diizenli, amac ve sinirlaridaha

belirgin bir islemdir.

Bir deneysel durumda olgularin dogal akisina miidahale iki yoldan yapilir: (1) kosullari
hazirlanmisyapay bir durum ortaya koymak, (2) gbzlem konusu olguya iliskin baslangic
kosullarinda sistematik bir degisim yapmak.

"Yapay bir durum ortaya koymak" g6zleme konu olgunun ortaya ¢ikmasina yol agcmasi
gereken kosullari diizenlemek anlamina gelir.

Deney dilinde sonucu belirleyen etkenlere "bagimsiz degisken", sonuca ise, "bagimli deg
isken" denir.

Olgme, genellikle g6zlem veya deney yoluyla saglanan verilerin nicel ola- rak ifadesi icin basvurulan bir
islemdir.

Olgme, bazi kurallara gére nesnelere, olgulara ya da bunlarin gézlemlerine sayi verme islemidir.

Olgme bazi nesnel seyleri sayl denen bazi soyut isaretlerle belirleme islemidir.

Bir niteligin strekliligi, o nitelige verilecek herhangi iki deger arasinda daima Ugincu bir degere yer oldugu
anlamina gelir.

Olgek, bir isaret (say1) sisteminden baska bir sey degildir.

Birolgegin niteligini, nesnel seyleri sayilarla belirleme isleminde izlenen kural veya kurallar belirler.
Uygulamada sayilarin farkli kullanihsi farkh 6lgeklerden s6z etmemize yol agmistir. En basit diizeyde sayilar
nesneleri birbirinden ayirt edici isaret olarak kullanilr.

Olgmeyi, "nesnel seylere belli kurallara gére sayi verme islemi" diye tanimladiginiz hatirlanirsa, bir cesit
olcmeye konu olusturmayacak herhangi bir niteligin kolayca gosterilemeyecegi kendiliginden ortaya ¢ikar.
Genis bir ayrimla diyebiliriz ki, bilimsel ilgi alanimiza giren nitelikleri iclemsel (intensive) ve kaplamsal
(extensive) olmak tizere iki grupta toplamak yoluna gidilebilir. "Iki grup nitelik arasindaki temel fark, ikinci grup
nitelikler (6rnegin, uzunluk, agirhk, hacim, alan, agi, elektrik direnci, vb.) toplanabilir oldugu halde, birinci grup
niteliklerin (6rnegin, yogunluk, sertlik, sicaklik, 6grenme yetenegi, giizellik, kibarlik, vb.) toplanamaz olmasidir.
Ornegin iki

nesneden A’'nin agirhgi 5 kg., B’nin agirhg 7 kg. ise A ve B’nin birlikte agirligi 12 kg. dir. YaniA+B=5+7.
Oysa, A'nin sicakligi 20 C, B’nin sicakligl 30 C_ise A ve B’nin birlikte sicakhgi 50 C_ degildir. Yani A+ B # 20 +
30.

Nominal 6lgek, sayilarin nesnel s eyleri adlandirma veya etiketleme amaci ile kullanildigi bir dlgektir.
Niteliksel siniflandirma yapilirken kullanilir. Atanan degerler sadece sézel degerlerdir, sayisal degillerdir.
Toplanmaz, ¢ikarilmazlar.

Nominal 6lcek, adindan da sezinlenebilecegi gibi, s6zde bir dlgektir. Son derece basit ve ilkel diyebilecegimiz
bir 6lcme tlrudar.

Ordinal olgek siralama islemine dayanir. Bu 6lcekte sayilar, nesnelerin bir siralamada tuttuklari yerleri
isaretlemek veya bir nitelik yoniinden derecelerini gostermek icin kullanilir. Nominal 6lcekten daha st bir
Olgme diizeyi olusturmakla birlikte ordinal dlgegin de dar anlamda nicel bir betimleme icin yeterli oldugu
sdylenemez. Dolayisiyla ordinal 6lgcek de niteliksel bir dlgme yapilirken kullanilir. Ozdeslik ve buyiklik
ozelligine sahiptir.

Herhangi bir nesne veya olgu grubuna ordinal dlcegin uygulanmasi iki varsayimin gecerlig€ine baglidir.
Bunlardan biri, inceleme konusu nitelik veya niteliklerin bu nesne veya olgularda farkli miktar veya
derecelerde var oldugu; digeri, nesneleri veya olgulari farkh derecelerde tasidiklari nitelikler yoniinden bir



tur karslastirmaya elverisli bir islem veya yontemin bulundugu varsayimidir.

interval (Esit Aralikli) Olgek; Nesnel seylere verilen sayilar esit araliklar belirliyorsa, 6lgegimiz "interval"
adini alir. Niceliksel betimlemeye bu 6lgek ile ulasmaktayiz. Olcekte "gercek sifir noktasi" gerektirmeyen
tiim matematiksel veya istatiksel islemler interval dlgegin sagladigi sayisal verilere uygulanabilir. interval
Olcek daha 6nceki dlgeklerin siniflama ve siralama 6zelliklerini icermesinden baska, esit araliklar kosulunu
gerceklestirmekle daha Ust diizeyde bir 6lgek niteligi kazanmaktadir.

Rasyo (Oran) Olgek; "Rasyo" dlcei "gercek sifir noktasi" olan bir interval 6lgektir. En giiclii dlgegi olusturur.
Ne var ki, nesne veya olgulara iliskin niteliklerin pek cogu bu 6lgekte dlglilmenin gerektigi kosullari
karsilayamamaktadir. iclemsel (Intensive) niteliklerin tiimii bu gruba girer. Fizik bilimlerde genis, uygulama
alani bulunan rasyo olcegi, niteliklerin "toplanabilir" olmasini gerektirmekte, bu 6zellikten yoksun
niteliklerin 6lgciimiinde dogrudan kullanilamamaktadir.

Kisacas! rasyo Ol¢egin uygulanmasi ancak esitlik, siralama, esit aralik ve esit oran saptanmasina elverisli
islemlerin kapsandigi hallerde olanaklidir. Agirlik, uzunluk, alan, hacim, agi, elektrik direnci gibi toplanabilir
niteliklere iliskin dlgekler rasyo 6lgeginin tipik drneklerini olusturur.

Bir nitelik interval olcekte Olcllemezse, rasyo Olcekte de olclilemez. Ama tersi dogru degildir. Rasyo
Olcekte olgllmeye elverisli herhangi bir nitelik diger 6lgeklerde haydi haydi 6lgilebilir.

Olgmenin amaci gdzlem verilerimizin kesinligini artirmak, onlari sayisal ifadeye, dolayisiyla matematiksel
islemlere elverisli olacak bigimde saptamaktir.

Olgme hatasi ile 6lcme giivenirligi birbiriyle yakindan ilgili iki kavramdir. Hatasi az olan dlgme, giivenirligi
yliksek 6lcmedir. Baska bir deyisle, bir 6lcme araci veya islemi 6lclilen seyi ne kadar dogru (yani hatasiz)
Olcliyorsa, o kadar givenilir sayilir.

Bir olcegin glivenirligini artirmada baslica yol, hataya yol acan etkenleri denetlemektir.

Hatanin ¢esitli kaynaklar arasinda su li¢li 6zellikle 6nemlidir:



1. Olgme aracimizin yetersiz veya kusurlu olusu. Hicbir 8lgii araci, ne denli duyarli olursa olsun,
mukemmel sayilamaz.

2. Ol¢iimi yapan kisinin yetersizligi. Deneyim, beceri, ilgi, dikkat gibi kisilik nitelikleri yaninda duyu
organlarinin normal ¢alisip calismamasi da 6lgme hatasini artirici veya azaltici etkenlerdir.

3. Olgme isleminin (hatta élgme aracinin) dayandig teorik kosullarin ya hig ya da yeterince yerine
getirilememesi.

Matematikte Bunalimlar:

Matematige, gelisimini dogru bir ¢izgi lizerinde devam ettiren, problemlerini er ya da ge¢ ¢c6zlime kavusturan
istikrarh bir bilim goziyle bakilmistir. Halbuki, matematik tarihine baktigimizda durumun hi¢ de bdyle
olmadigini, bilimin diger alanlarinda oldugu gibi matematikte de durak- lamalar, yozlasmalar, bunalimlar,
goris, yaklasim ve fikir ayriliklarinin oldugunu goéririz.

Bilimde oldugu gibi matematikte de kesinlik arayisi dogmatizme, dogmatizm de beklenmedik degisiklik
ve gelismeler karsisinda bunalima yol agmistir. Buna karsin her bunalimi, tiim olumsuz gériiniimiine ragmen,
yeni bir atihm ya da agilmaya giden yolda baslangi¢ kosulu olarak nite- leyebiliriz. Bu bunalimlar kisa ya da
uzun sirsln, gegici bir bocalama olmaktan ileri gitmemistir.

Tarih boyunca matematigin gecirdigi bunalimlari asagidaki gibi doért ana baslik altinda toplayabilmemiz
mimkandur.

1.irrasyonel Sayilar Bunalim:

Matematikte ilk bunalim antik Yunan doéneminde (M.O. 5. yizyil) iki tamsayinin bélimi olarak
belirlenemeyen dogru parcalarinin varliginin tespit edilmesiyle baslar. Buna 6rnek olarak, kenari bir birim
olan karenin kosegenini verebiliriz. Pisagorculara goére, karenin kenari ve kosegeni gibi ayni tlrden
geometrik bilyukliuklerin ortak ol¢lisiz olmasi agiklanamaz bir skandaldi ve bu ylzden gizli tutulmasina
karar verildi.

Bu olayin yani sira Elea’li Zeno’nun adiyla anilan paradokslarin ortaya cikmasiyla matematikteki bunalim
yogunluk kazandi. Bu paradokslar asagidaki gibi degisik sekillerde ifade edilir:

Asil ve Kaplumbaga

Yunan kahramani Asil’in kaplumbaga ile bir yaris yaptigini disinelim.

Cok iyi bir kosucu oldugu icin Asil kaplumbaganin belirli bir mesafe, 6rnegin yiz metre, ileriden
baslamasina izin verir. Eger her ikisinin de sabit hizlarda kostugunu distnirsek (biri sabit ylksek bir
hizda, digeri sabit disuk bir hizda), belirli bir sire sonra Asil yliz metre kostu-

sunda, kaplumbaganin basladigi yere gelmis olacaktir; bu siire boyunca kaplumbaga da kii¢lik de olsa belirli
bir mesafe 'kosmustur’, 6rnegin 1metre. Asil bir siire sonra bu mesafeyi de tamamladig”inda, o sire
icerisinde kaplumbaga yine kiiclik de olsa bir mesafe ilerlemis,olacaktir ve bu béyle devam edecektir.
Boylece, Asil ne zaman kaplumbag”anin varmis, oldugu bir noktaya varsa, daha hala gitmesi gereken bir
mesafe kalmis, olacaktir. Bu nedenle Zeno Asil’in kaplumbagay! hicbir zaman gecemeyecegini sdylemistir.



2. Sonsuz Kiiglikler Hesabi Bunalimi

Modern matematik basladiginda, matematik gelenegine iki dislince hakimdi. Bunlardan biri, antik Yunan
matematiginden kaynaklanan ispata dayali geometri, digeri Hint ve islam matematiginde 6n plana ¢ikan sayi
kavrami ve ona dayali cebir.

Bunlardan ilki Descartes’in (1596-1650) o zamana dek birbirinden timdiyle ayri gérinen matematigin
iki dalini, geometri ile cebiri, birlestirme ¢abasinin bir Grinaddr.

ikinci biyiik gelisme, daha sonra analiz denen calismaya yol acan, Newton ile Leibniz’inbirbirinden bagimsiz
olarak olusturduklari sonsuz kiiglikler hesabidir.



Daha XVIII. Yazyihin ilk yarisinda belirsiz kalmis, birtakim noktalar yaninda kimi celiskilerin de giderek su
ylzline ¢ikmasi ciddi tereddiitlere yol acar. Berkley 1737°de The Analyst adli yapitinda kalkilist, kavramsal
dayanaklarini irdeleyerek oldukga ayrintili bir elestiriden gegcirir. Daha sonra Legendre ve Lagrange gibi kimi
seckin matematikgilerin de durumdan yakindiklarini biliyoruz.

XIX. yilizyllda Gauss (1777-1855) ile Cauchy (1789-1857) gibi matematikgiler bir yandan elestirel tutum
izlerken, 6bilir yandan yeni buluslara yonelik atilimlar sergilemislerdir. Gauss c¢alismasinin 6nemli bir
bolimini matematigi saglam bir temele oturtma amacina yéneltmisti. Onun, cebirin temel teoremi olarak
bilinen karmasik sayilar alaninda her cebirsel denklemin bir koki oldugu iddiasini ispatlama ugrasi bu amaca
yonelik 6nemli bir calismadir.

Analizi gercel sayilar alanindan karmasik sayilar alanina genisletme isini ise bliylk 6l¢iide Cauchy’ye
borgluyuz.

Limit, sareklilik gibi kavramlar ilk kez Cauchy’nin elinde acik ve belirgin anlamlarini kazanmistir. Cauchy’nin
limitler teorisi daha sonra Weierstrass’in galismasiyla birleserek sonsuz kliglkler kavramini gereksiz kilar. Bu
gelismeyle ortaya ¢ikan sonsuz sayilar ile siireklilik sorunlarini ise George Cantor ele alir. Cantor sonsuz bir
dizi ya da kiimeyi, kardinal sayisi herhangi bir alt boliminin kardinal sayisina denk olan kiime diye tanimlar.
Cantor, gelistirdigi sonsuz sayilar teorisinde farkli buylklikte sonsuz dizi ya da kiimelerin oldugunu
gosterdi. Ornegin, gercel sayilar kiimesi, dogal sayilar kiimesinden daha biiyiik bir kiimedir.

Analiz bugiin bilinen kimlig“ine biyuk 6lctide XIX. yuzyilin ikinci yari- sinda Karl Weierstrass’in (1815-1897)
calismasiyla ulasir. Cauchy’nin, bulanik sonsuz kiiclikler kavrami yerine daha acik ve net limitler kavramini
getirmesiyle baslayan, Weierstrass’'in analizi aritmetiklestirmesiyle, Cantor’un sireklilik ve sonsuz sayilar
kavramina aciklik getirmesiyle noktalanan calismalar gecen yizyilda yasanan bunalimi 6énemli Olclide
gidermisgtir.

3. Oklid Disi Geometriler Bunalimi

iki bin yili askin bir siire boyunca “biricik geometri” kimligini koruyan Oklid geometrisinden farkli
geometrilerin ortaya cikisi kolayca sindirilebilir bir gelisme olamazdi. Kant’a gére geometrinin konusu uzay,
temel ozelliklerini akhmizin yapisina borgluydu; geometrik 6nermeler bu nedenle zorunlu "a priori"
dogrulardi. Baska bir deyisle, bir tek geometriye olanak vardi, o da Oklid geometrisiydi.

Matematigin pekistirilmesine yonelik bu cabada “mantiksal” diyebilecegimiz bir yaklasimdan da soz
edebiliriz. Richard Dedekind’in (1831-1916) ¢alis,masinda kendini gosteren bu yaklasim, Peano, Frege ve
Russell gibi mantikgi-matematikgilerde daha belirgin bir karakter kazanir.

Frege, matematigin mantiksal temellerini derinlemesine irdelemis aritmetige, geometrinin eristigi dizeyin
de otesinde bir ispat bilimi kimligi kazandirmaya ¢alismistir.



4. Matematigin Temelleri Bunalimi

Bu bunalim Cantor’un genel kiimeler kuramina iliskin paradokslardan kaynaklanir. Cantor olusturdugu
kiimeler kuraminda herhangi bir sonsuz sayidan daima daha biyilik sonsuz bir sayinin oldugunu
ispatlamisti.

Bertrand Russell’in (1872-1970) 1901’de buldugu paradoks dogrudan kiime kavramindan kaynaklanan bir
paradokstu. Russell kiimeleri kendi kendisine Uye olup olmamasina goére ikiye ayirarak, paradoksunu
olusturdu.

Matematik Felsefesi Ekolleri

Mantikgilik

Alman matematikgi, mantikg¢i ve filozof Gotlobb Frege’nin 6ncilignde belirgin bir kimlik kazanan mantikgilik,
kokeni daha gerilere uzanan bir goristir. XVII. yzyilda Leibniz mantikgilik tezini andiran diglinceler ileri
sirmustir. Leibniz’e gére mantigin kavram ve ilkeleri tim diger bilimlerin temelinde yer alan distnceleri
olusturuyordu. Frege’den hemen 6nce taninmis matematikci Dedekind, aritmetigi mantiksal bir yéntemle
ele almistir. Ancak Frege’in yaklas,imi daha kesindi. Frege’ye gore aritmetik mantiga indirgenerek
temellendirilmeliydi.

Frege, “matematik temelde mantikla 6zdestir” der. Frege aritmetigi, Russell ise tim matematigi mantiga
indirgeme yolundan mantikgilik tezini ispatlamaya ¢alismislardir.

Matematigi mantiga indirgeme girisimininin gergeklik kazanmasi su iki kosulun yerine getirilmesine bagl
gorilmustir:

1) Tim matematiksel kavramlarin salt mantiksal terimlerle belirtilip tanimlarini vermek,

2) Matematigin tiim aksiyom ve teoremlerini mantigin temel ilkelerinden gikarsamak.

ilk kosul, tanimlayici olarak kullanilacak mantik terimlerinin belirlenmesini gerektirmekteydi. Bunlar érnegin
“mantiksal degismezler” denen “degil”, “ve”, “veya”, “ise”, “tim”, “bazi” gibi hicbir baglamda
vazgecilemeyen sozciklerdir.

Frege sayl kavramini kiime kavraminin yani sira esdegerlilik iliskisine basvurarak tanimlama yoluna gitmistir.
Ona gore elemanlari tam bire- bir esleme icinde olan iki kiime esdegerdir. Ornegin bir parddsiideki
digmelerin kiimesiyle iliklerin kimesi esdeger kiimelerdir.

Peano tiim aritmetiggi tic ilkel terime (“sayr”,”sifir”, “..y1 izleyen”) ve bu terimlerin iliskilerini dile getiren bes
postulata dayanan bir sistem olarak kurmustur;;

1. Sifir bir sayidir,

2. Herhangi bir sayiyi izleyen de bir sayidir,

3. Ayni sayiyi farkl iki sayi izlemez,

4. Sifir hicbir sayiyi izlemez,

5. Sifira ait bir 6zellik, herhangi bir sayiya ait oldug”unda onu izleyen sa- yiya da ait ise tim sayilara aittir.
PLATONCULUK
Yirminci ylzyil “Platoncu matematik” olarak biline gelen ¢alisma ilkelerini ve ona bagliliklarini ifade eden
makaleleri kesin bir sekilde betimlemiss degildir. Ancak bu ilkelerin baslicalarini sunlardir:

- Gergel say1 dizgesi gibi, belirli ideal matematiksel blyikliikler bulunmaktadir,
- Belirli timdengelim bigimleri vardir,




- Eger matematiksel bir nerme akla yatkin geliyorsa, onun dogru ya da yanhs oldugu kanitlanabilir,
- Matematik temel olarak, matematikle ugrasan insanlardan bagimsizdir ve ayri olarak vardir.

Bicimcilik (Formaliz)

Bir matematik felsefesi olarak bicimcilik; matematiksel sistemlere

temel olarak bicimsellestirilmis sistemler disinda baska hicbir

sekilde bakmama goérisiadir. Yani diger diisince Onerileri gibi indirgemeci degerlendirmelerdir.
Bicimcilik; temellendirmeyi matematigin kendi igerisinde bir yeniden dlizenleme ya da arindirmayla
gerceklestirmeyi 6ngérmiustir.

David HI'LBERT(1862—1943)’in onculiginde olusan formalist 68reti, bir reform programi niteligindedir.
Amag; programi, kimeler teorisinden kaynaklanan paradokslar ile sezgicilerin klasik matematige
yonelttikleri elestiriler karsisinda matematigin tutarhiigini glivence altina almaktir.

Godel Darbesi (1931)

Hilbert, programinin baslica amaglarini;

(1) Matematigin aritmetik, geometri, analiz ve kiimeler teorisi gibi dallarini (sonunda tim matematigi)
aksiyomatiklestirmek;

(2) Her dalda kurulan aksiyomatik dizgenin geliski icermeyen tutarl bir teori oldugunu ispatlamak;

(3) Tutarhligi ispatlanan teorinin ayni zamanda tam (yani dizgenin kurallarina gére olus turulan P yada ~ P
gibi her timcenin dizgenin 6ncllleri aksiyomlardan ¢ikarsanabilir) oldugunu gostermek;

(4) Tutarhhgr ve tamhgi ispatlanan teoremin kategorik (yani teorinin tiim yorum ya da modellerinin
izomorfik) oldugunu belirlemek diye dort noktada 6zetleyebiliriz.

Gregory John Chaitin’in “Matematigin Temelleri Uzerine Uyusmazlik Yizyili” isimli makalesinde bigimciligin
farkli sonuglarini da ele almistir. Bigimcilik akil ylriitme veya mantiksal ¢ikarim icin degil de programlama
ve hesaplamada son derece basarili olmustur.

Sezgicilik, kavram ve gikarimlara somut igerik saglayan bir sezgiyi matematigin tek gecerli yontemi sayan bir
gorust temsil et-mektedir. Kisaca sezgicilik, sonlu adimda insa yontemiyle matematigin sezgisel olarak
bildigimiz dogal sayilar tzerine kurulabilecegi tezini icermektedir.







