CEBIR 11l KONULARI iLE iLGiLi SORULAR ve CEVAPLARI
Asagidaki iddialar dogru mudur? Neden?
(a) a,be R olmak lizere, a+bi ile a—bi kompleks sayilari R Uzerinde esleniktir.

v, .. C —>C

Coziim: iddia dogrudur. " tasviri C nin bir R -otomorfisidir.

a+bi > a—bi

irr(@+bi,R)=a,+ax+..+x" ise, a,+a(a+bi)+..+(a+bi)" =0 olacagindan

0=y, ;(0)=y, (8, +a,(a+bi)+..+(@+bi)") =y, (a,) +v;_(a)y;_(@+bi)+..+(y,_ (a+bi)" elde
edilir. y,_;(@a+bi)=a-bi oldugu ve y; ; tasvirinin R nin elemanlarini sabit biraktigi géz éniine
alindiginda, 0=a,+a,(a—bi)+...+ (a—bi)" oldugu gorilir. O halde, a—bieC a,+ax+..+x" e R[x]
monik asal polinomunun bir kékudur. Dolayisiyla irr(a—bi,R)=a, +a,x+...+ x" oldugundan a+bi ve

a—bi elemanlari R (zerinde esleniktir.

(b) a,beQ olmak tizere, a+bv2eR f(x)eQ[x] polinomunun bir kokii ise a—b/2 de f(x)

polinomunun bir kokuddr.

Coziim: iddia dogrudur. irr(ﬁ,@)=x2—2=irr(—\/§,(@) oldugundan /2 ile —/2 Q (izerinde
esleniktir. (Hatirlatma: F <E bir cisim genislemesi ve a,cE F Uzerinde eslenik olsun. Bu
durumda, y, ,(a)=p ve her aeF igin v, ,(a)=a olacak bigimde bir y, ,:F(a) - F(f) cisim
izomorfisi vardir) Bu durumda, z//ﬁ’_ﬁ(\/i) =—+/2 olacak bicimde bir Y5 :Q(2) > Q(?2)
Q-otomorfisi vardir. Kolayca goriilebilecegi gibi a+h/2 R igin gyﬁy_ﬁ(a+b\/§) —a-by2 olur.
Simdi a+bv2  f(x) =a,+aX+...+a,X" € Q[x] polinomunun bir kéki olsun. Bu durumda,

a, +<’;11(z;1+b\/§)+...+an (a+b+/2)" =0 olacagindan
0=y, ;) =y, 5@ +a(@+bV2)+..+a (a+by2)")

elde edilir
=V 5 @) @, @)ty s ()W 5 5(@+bV2))

y/ﬁﬁﬁ(a+b\/§) =a-by2 oldugu ve Vi i tasvirinin Q@ nun elemanlarini sabit biraktigi goéz 6niine

alindiginda, 0=a, +a,(a—b~/2)+...+a (a—b~/2)" oldugu gorilir. O halde, a—by/2 de

f(x)=a,+aXx+..+a,X" polinomunun bir kékudr.
() Q(2)=Q(3)

Coziim: iddia yanhstir. irr(\/E,(@)zx2 —2 ve dolayisiyla deg(\/E,Q) =2 oldugundan [Q(ﬁ):@] =2 dir.
Bu durumda {1, \/E} kiimesi Q(\/E) nin bir Q-tabani oldugundan Q(\/E)z{a.h— b.\/§| a,beQ} olur.
Q(/2)=Q(+/3) olsa, /3 cQ(-/2) olacagindan J3=a+by2 olacak bicimde a,b rasyonel sayilari

olur. Bu durumda, 3=a’+2+/2ab+2b? bulunur. ab=0 olsa, a=0 veya b=0 olurve a=0 ise



bzi\E cQ celiskisi; b=0 ise, a=+/3eQ celiskisi elde edilir. O halde abs0olmalidir. Bu

3—(a’ +2b?)

durumda ise, =
V2 2ab

eQ celiskisi elde edilir. O halde kabuliimiz yanhstir yani,
Q(2)#Q(/3) tir.
(d) 4 elemanl bir cisim vardir.

Coziim: iddia dogrudur. f(x)=x*+x+1€Z,[x] polinomunu géz éniine alahm. f(0)=1=#0 ve
f(1)=1#0 oldugundan, f(x) polinomunun Z, cisminde hig kékii yoktur. deg(f (x))=2 olduguda
disiinilirse f(x) polinomu Z,[x] te asaldir. Kronecker teoremine gére, Z, cisminin f(x)
polinomunun bir kokiini iceren E gibi bir genislemesi vardir. Kabul edelimki aaeE ve f(a)=0
olsun. Bu durumda, irr(a,Z,)=f(x) ve dolayisiyla deg(a,Z,)=2 dir. {1, a} kiimesi Z,(a) nin bir
Z.,-tabani olacagindan Z,(a)={a.1+b.a|a,beZ,} olur. Sonug olarak Z,(a)={0, 1, &, L+ } bir

4 elamanl cisimdir.

(e) F <E bircisim genislemesive [E:F]=peIP olsun. Budurumda, her « € E-F i¢in F(a)=E
dir.

Géziim: iddia dogrudur. Oncelikle [E:F]=p>1 oldugundan F <E oldugunu sdyleyebiliriz. O
halde E—F de en azbir eleman vardir. Simdi, « € E—F olsun. Budurumda F <F(a)<E olur.
O halde, p=[E:F]=[E:F(@)][F(«):F] ve dolayisiyla [F(a):F]|p dir. F#F(a) oldugundan
[F(«):F] >1 oldugu distnilurse, [F(a):F]=p olmahdir. Sonugolarak, p=[E:F(«)].[F(a):F]
ve [F(a):F]=p esitliklerinden [E: F(a)]=1 oldugu gorildiginden F(«)=E bulunur.

(f) F <E bir cisim genislemesi ve [E:F]=neN olsun. Budurumda, her « eE-F igin F(a)=E
dir.
Géziim: iddia yanlistir. Q < Q((‘/E) cisim genislemesini géz 6niine alalim. Kolayca goérilebilecegi

gibi irr(4/2, Q)=x* -2 ve dolayisiyla deg(¥/2, Q) =4 tir. O halde, [Q(¥/2):Q] =4 olur. Ote yandan,

42 e Q(#2) oldugundan 2 =(¥2)? e Q(¥/2) (Q(#2) bir cisim oldugundan “.” islemine gére
kapalidir) ve dolayisiyla~/2 e @((‘/E)—Q dir. V2 e Q((‘/E)—@ icin Q(\/E) :Q({‘/E) olsa,
[Q(+2):Q]=[Q(%/2):Q] =4 olur. Oysaki deg(~/2,Q)=2 oldugundan [Q(~/2):Q]=2dir. O halde,
Q(2) = Q({2) dir.

(g) V2 £Q¥2)

¢oziim: iddia dogrudur. /2 € Q(3/2) olsa, Q <Q(+2) <Q(¥/2) ve dolayisiyla
[Q(2):Q]=[Q(/2): Q(2)1.IQ(2): Q] olur. Bu durumda, [Q(~/2): Q] = deg(~/2,Q) =2 ve



[Q(¥/2): Q] =deg(¥2,Q) =3 oldugundan, [Q(Q/E):Q(\/E)]=g celiskisi elde edilir (F <E bir

cisim genislemesiise, [E:F]=o veya [E:F]eN olur).

(h) F <E bircisim genislemesi ve «,fc E F Uzerinde cebirsel olsun. Bu durumda,
[F(a, B): F]=max{deg(ea,F), deg(s,F)} olur.

Coziim: iddia yanhstir. Q < Q(\/E, \/§) cisim genislemesini goz 6niine alalim.

Q<Q(2) <Q(W2)(3)=Q(2,4/3) oldugundan

[Q(2,+/3):Q]=[Q(2, V3) : Q(W2)].[Q(2): Q] .....(*) esitligi gecerlidir. ~/3 2Q(+v/2) oldugunu
(c) sikkindaki problemin ¢éziimiinden biliyoruz dolayisiyla deg(\/§, Q(\/E) >1 dir. O halde,
1<deg(v3, Q(v2)) <deg(v3,Q) =2 esitsizliginden Q(v2, v3):Q(v2)]=deg(v3, Q(v2)) =2
bulunur. [Q(~/2) : Q]=2 olduguda disiiniliirse, (*) esitliginden [Q(/2,+/3):Q]=4 oldugu
goriliir. Ancak [Q(2, v/3):Q]=4 =2 = max{deg(~/2,Q) ,deg(~/3,Q)} dir.

=2 =2

(1) F <E bircisim geniglemesive «,fc E F Uzerinde cebirsel olsun. Bu durumda,

[F(a,B):Fl=[F(a):F].[F(B):F] olur.
Coziim: iddia yanhstir. (ODEV)
(j) Her cebirsel genisleme sonludur.

Céziim: iddia yanlistir. Q. ={a € C | &, Q Uzerinde cebirsel } yani, Q. Q nun C (kompleks

sayilar cismi) igindeki cebirsel kapanis cismi olsun. Biliyoruz ki Q < @C bir cebirsel genislemedir.

Simdi, QS@C cebirsel genislemesinin sonlu ve [@(C :Q]=neN oldugunu varsayalim. Ote

yandan, "2 eC igin, irr(”K’/E,@) =x"—-2 (x"-2eQ[x] polinomunun asal oldugu

Esisenstein kriterinden kolayca goriiliir) oldugundan [@(”KJ/E) :Q]=n+1olur. Q<Q("¥2) < Q.

oldugu géz éniine alinirsa, [Q,. :@(”%’E)].[@(”t’/i):@]:[@c :Q]=n olacagindan, n+1|n cgeligkisi
= e

=n+l

elde edilir. O halde Q < @C cebirsel genislemesinin derecesi sonlu degildir.

(k) F <E bir cisim genislemesive0# «, € E olsun. & F Uzerinde cebirsel, § F Ulzerinde

transandantise, @8 F uzerinde transandanttir.

Géziim: iddia dogrudur. y:=af F Uzerinde cebirsel olsa, F < F(y,a) bir cebirsel genisleme olur.
Bu durumda F(y,a) cisminin her elemani F (izerinde cebirsel olacagindan, f=a'y eF(y,a) da
F Uzerinde cebirsel olur. Oysaki f F Uzerinde transandantti. O halde, y =af F Uzerinde

cebirsel degil transandant olmalidir.

(1) iki transandant elemanin ¢arpimi transandanttir.



Coziim: iddia yanlistir. 7, 7'e R Q (izerinde transandanttir (z* R, Q Uzerinde transandanttir.
Ciinkii cebirsel olsa, Q<Q(z ™) cisim genislemesi cebirsel olacagindan 7 Q(z™) Q lizerinde

cebirsel bulunur!!!). Ancak 1=7z.7" elemani Q Uzerinde cebirseldir.
(m) iki transandant elemanin carpimi cebirseldir.

Coziim: iddia yanhstir. (ODEV)

(n) Cebirsel kapali cisimler sonsuz elemanhdir.

Géziim: iddia dogrudur. F bir cebirsel kapali cisim olsun. Simdi, F cisminin n elemanli sonlu bir

cisim oldugunu varsayalm. F ={a,,a,,...,,} olsun. Budurumda, ¢, a,,...,«, elemanlarinin higbiri
f(X)=(x—)(X—,)...(x—,) +1 e F[x] polinomunun kéki olmadigindan, f(x) polinomunun F
cisminde hic¢ koki yoktur. Buise F nin cebirsel kapali cisim olmasi ile gelisir. O halde F cismi
sonsuz elemanli bir cisimdir.

(0) F bir cebirsel kapali cisimve f(x) e F[x] olsun. f(x) polinomu F[x] te bir asal polinom ise,
deg(f(x)) =1 dir.

Géziim: iddia dogrudur. f(x) polinomu F[x] te bir asal polinom oldugundan f(x) e F[x]-F
oldugunu zaten biliyoruz. F bir cebirsel kapali cisim olduguna gore, f(«)=0 olacak bigimde bir « € F
vardir. Bu durumda, f(x)=(x—a)g(x) olacak bigimde bir g(x) € F[x] vardir. f(x) polinomu F[x] te
bir asal polinom olduguna gére, g(x)e A(F[x]) =F —{0.} olmalidir. Dolayisiyla,

deg(f (x)) =deg(x —a)+deg(g(x)) =1 bulunur.

=1 =0

(p) F bir cisim olsun. Eger F[x] te her asal polinomun derecesi 1 ise, F bir cebirsel kapali

cisimdir.

Coziim: iddia dogrudur.



