Analiz I

Cahisma Sorular1 —1 o02.11.2015

A. Asagida verilen fonksiyon dizi ve fonksiyon serilerinin yanlarinda yazili araliklar iizerinde
Diizgiin Yakinsak olup olmadigini arastiriniz. Istenilen limitleri bulunuz.

1. ]pn(x)zl_:‘_g 7E1:[091]> EZZ

0.1]
3

2. f()— 42,2( )" smnx)f(x) [ )

=12 ve S A 5 [12]
n=1

3-f()— e

4. f()—\/sml Zf(x)

5. i (_1)n+l ; ,oo . lim Z( DnH =9

1 N+X =0+ n4x*
6. i ! ;[0,00). lim i ! =9
ot 3nnx Y0 st 3nnx

7. f.(x)=%cosx , ifn(x) ; [0,7/2]
n=1

*

f()— 72,Zf(?C) [0,00)

B. Asagida verilen fonksiyon dizileri yanlarinda yazili araliklar iizerinde Diizgiin Yakinsak

mi? yamitimizi Cauchy Kriterini kullanarak kanitlayniz.

9, fn(x)zl-l—n—x3 CR (n=12...) 1. = T 5 [00) (n=12,..)

1+ 2nx
10. f(X)_W , [0,1] (n:1,2,)
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C. Asagidaki kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricapini, yakinsaklik bolgesini (araligini)

belirleyiniz (u¢ noktalarda yakinsaklik arastirmasi yapiniz).

12 i; "
n=l1 n(n2—|—1)

. Z )n 2 )n

o0 3}1
14. ) " —x"

n=1 1
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15. Z —'x"

n=l n:

16Z<

n —1)2

L) DL
~ <n3/2_1>2n

N
~
o
n
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Not: Yanitlar-Yol gostermeler kontrol amachdir, yazim hatas1 - eksiklikler vs.. olabilir.
Coziimlerin hemen hepsinde ara islemler eksiktir, ara islemleri tamamlayarak yaptiginiz 3/15
kendi ¢oziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..

Yantilar-Yol Géstermeler...?

(son giincelleme : 02.11.2015)

f(x): f,(x) in Noktasal limit fonksiyonu, lim f,(x)= f(x).

g(x)=

xeA

@, : | £,(0)= f(x)| < ¢, seklindeki sifir dizisi.

x" 1
Al. £ (x)= ,E=(0,1], E,=|0,—-
W= B =[00] B 0]

( fn) : E, lzerinde Diizgiin Yakinsak Degil Noktasal limit fonksiyonunun

siirekliligine bakimiz.

(f,) : E, iizerinde Diizgiin Yakinsak ©, = 3% elde edip agiklayinz.

A2. f(x)— 4x2 ,Z( )" (sinnx) £, (x) ; [ Loo)

i . . nx 1 1
(f,) : [ Loo) iizerinde Diizgiin Yakinsak gr) < —G5=7 < =9,
20dm X X Tdan "
seklinde devam ediniz.
Z =" (sin nx) f,(x) [ l,oo) tizerinde 1
n=1 ‘( 1) sin nx f (x)‘ |fn(x)| < )
Diizgiin Yakinsak | sin nx \<1 den
ve Z — serisi yakinsaktir. Weierstrass
n=1

Testini uygulayiniz.
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1

A3. f (x )—— — (n=12,...
2 (%)
(f,) [1,2] iizerinde Diizgiin
Yakinsak
L _ n+2x [1,2] iizerinde
fi(x)  nx
Diizgiin Yakinsak
00 o0 an
X)= 1,2
2 =2 [1.2]
iizerinde Diizgiin Yakinsak degil

sin nx

Ad. f()—\/T Zf(x)
n X

n=l1

(f,) : [ L,oo) iizerinde Diizgiin Yakinsak
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) ve > f(x) 5 [1,2]
n=l1

N
~
(SN
)]

f(x)—>x = f(x), xe[l 2]

2
g(x)izlﬁ(x)—f(x)lz‘f—j_x—xz

3
X

n+x

M

n

= —0
——
g(x) :E de Artan, gozleyiniz

gQ)=—= pa

I
Diizgiin Yak.tir.

2

1

v, —0
A8

‘ L
f()

Diizgiin Yak.tir.

2

nx
f"(x)_ n+x

—x*=0 =7f(x)=0, x6[1,2]”

kosulu saglanmaz!

f,() = 0=f(x),x€[Loo)
(Sikistirma Teo.den gozleyebilirsiniz.)

1
T "

seklinde devam ediniz.

<

g(x)

‘ sin nx ‘51 ve x>1 den

«( Calisma Sorular —1



. 1
SInx : [Loo) iizerinde Diizgiin /2] = 506 41

00
Z 5 6 6 .
=1 A /I’l +x ‘ sin nx \gl ve x>1 den

Yakinsak

o0

1
v nz—; \S/n6 +1

(nedenini agiklayiniz!) Weierstrass

serisi yakinsaktir

Testini uygulayiniz.

00 (_1)n+1 ( 1)n+1
AS. > —;[0,00). £= lim Z =1
W h+x =0+ n-l—x
00 _ n+1 o0 (_ 1)n+1 o0 . 1
Z =D — : [0,00) iizerinde Diizgiin Z ot :Zan(x)bn ; an(x):—xza
=1 n+x n=l1 n=l1 l—l—f
n
Yakinsak
=n .
b, = se¢ip Abel Testinin
Uygulayiiz.

(=1 n+l ) _ ~1 n+l1 —1 n+1
E ) [0,00) iizerinde Diizgiin Yakinsak” ve * lim =D —= d))
n4x* =0+ p+x n

n=l

mevcut” oldugundan: limit sembolii ile toplam semboliiniin sirasi degistirilebilir.

n+l _1 n+1
= /= Z hm ) = Z % (not: bu son seri: alterne seriler i¢in Leibnitz Testinden yakinsaktir)
x—0+ n + x el n
= 1
A6. 0,00 ). /= lim =?
2311 X [ 2 ) XH(H»”Z_; 3nnx

o0

> 3n1x : [0,00) iizerinde Diizgiin
n

1 (o]
L S, s a0 =—
nt n

n

Yakinsak b, = 3% secip Abel Testinin Uygulayiniz.

ILyol: | I (x)| <— ve Z 3— serisi yakinsaktir

n=l1

(geometrik seri) Weierstrass Testini uygulayiniz.
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= 1

“Z 3n1 — [0,00) iizerinde Diizgiin Yakinsak” ve * lim
n

_1 limiti mevcut” 6/15
x—0+ 3" p* n

oldugundan: limit sembolii ile toplam semboliiniin siras1 degistirilebilir.

W | —
—_
[a—

:>E—Z lim

x—0+

o0 1 o "
o =L L=

n=I n=I

w \
[\.)

ve bunun bir sonucu

o0 o
(not: 0<a<1 i¢in Z a" geometrik serisinin toplami Z a" =
n=0 n=0 —da

oldugunu biliyoruz)

olarak i a" =
n=1
A7. f.(x)="%cosx , i f,(x) ;s E=[0,7/2]
n=1

. - o 1 ,0<x<7/2
(f,) : E lzerinde Diizgiin Yakinsak £.(0) = f(x)=
0 ,x=mn/2
Degil
Noktasal limit fonksiyonunun siirekliligine

bakimz.

Z f,(x)= Z Ycosx : E iizerinde | ”f,(x)= 0, x€ E” kosulu saglanmaz!
n=l1 n=l1

Diizgiin Yakinsak degil

f(X)— 7x2 ,Zf(X) [0,00)

Ju(x) = 0= f(x),x€[0,00)

&) =[ 00—/ 0] =

(f,) : [0,00) tiizerinde Diizgiin
Yakinsak g'(x) =0 dan incelenirse x = % € [ 0,00 ) (Vn igin)
n

maksimum noktadir. Sonugta

= —0
-8 ( D=
U
Diizgiin Yak.tir.
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- = 2 2n
nx . <g(=)=
X)= ——— : |lLoo) flzerinde |f,1(x)| >8(— 7
nz_;fn( ) ,,2_; 2+4n'x? [ > n 2n' +4
Diizgiin Yakinsak ve Z gn serisi yakinsaktir
n=l1 2n + 4

Testini uygulayiniz.

BY. f,(x)=1+-5 , E=R (n=12,.)
n

n=n, , m=2n,

7
g, =—> 0 sayis1 verilsin. Vn, € N icin
0 8 4 0 ¢ x0:n03EE

3
n,
0
1+~
My

3
n
I+
27n,

olsun. Bu durumda | S (x0) — £, (x0) | =

Buradan ise Cauchy Kriterinden, ( fn) : E tizerinde Diizgiin Yakinsak Degildir.

14+ 2nx

1
B10. x)=——— , E=|0,1]|.Benzersekilde, e, =—, n=n, , m=2n, ,
f;z() 3+n2x2 [ ] § 0 28 0 0

1 .
x, =— € E alarak devam ediniz.

"o
x" : 171
Bll. f,(x)=——=; ; E=[0,1) .Benzersckilde, ¢, =—— , n=n, , m=2n, ,
[—x™" 728
x
Xo = [% " € E alarak devam ediniz.
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C. yol gostermeler i¢in oncelikle bakiniz: dnbilgiler-seriler (asagida)

n n2+1
n+l (n+1)2+1

4511
a

—lim —1= R=-=1

limsup

n

lx|<1l = —1<x<1

(i) x=1i¢in yakinsak
Z (n +1)
ciz: S L .
: —_ oo '
= n(n® +1) [b, =— se¢ KT (ii) uygulal]
1)”
(ii) x=—1 igin Z yakinsak
n(n +1)

[Mutlak-Yak. + Teo3]

= (i) ve (ii)den Y.B.=[-1,1]

Apil —
a

limsup

n

|x—1|<5 = —4<x<6

n 2
C13: Z ) )" (i) x=—4 igin Z n® 1raksak
[limn2 =00 =0, Sonucl]

(ii) x=06 i¢in Z (— l)n n’ 1raksak [Sonugl]

= (i) ve (i)den Y¥.B.=(-4,6)

3
limsup| 2L | = lim—>" =3 = r=1
|x|<1/3 = Lex<d
3 3

(i)x=1/3 igin Z L} yakinsak
n

(ii) x=—1/3 i¢in y_ <_13>
n

[Mutlak-Yak. + Teo3]

. . |11
= (i) ve (i)den Y.B.—l 3,3]
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limsup| —H | = lim ! =0 = R=00 9/15
C15 o~ n Ay n+l T
. Z;x
n=1 Not2 :(ii) den Y.B.=R
1 =1 1 1
lim sup | — lim 2T " —=—
a no(n41P-12 2
1
= R=—-=2
1/2
|x|<2 = —2<x<2
(i) x=2 i¢in Z zn raksak
n-—1
Cle:
Z _1 2 _1 oo
n [b, =— se¢ K.T (ii) uygula!]
n

n

(ii) x=-2 i¢in Z yakmsak
—1
[Mutlak-Yak. degll, Alterne seri + Teo4(LeibnitzT.)]

= (i) ve (i)den Y.B.=[-2,2)

C17: Z ( 32 ) x" Onceki soruyla benzer sekilde: R=2, Y.B.= [-2,2]

31 =3 = R:l
3n+3 3

hmsup =1lim3

an

|x=3|<1/3 = 8 <x< 10
3 3

oy . 11 1

3n (i)x=10/3 1<;1n2§_§Z; raksak

C18: Z (x—3)"
= 3n

-1
(ii) x=28/3 i¢in Z (3—) yakinsak
n
[Mutlak-Yak. + Teo3]

D ve (i _[8 10
= (i) ve (i)den Y.B.—l 3’3 ]
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Onbilgiler: REEL SAYI SERILERI

o0
TI(Seri) : (an) reel terimli dizi, a; +a, +...+...:Z a,
——

n=l genel terim

Kismi. Top. S, =a+ta
T2 . : . . 1 ..
Dizisi r seklindeki (s,):=|> a; | dizisi.

S, =a+a,+..+a, k=1

(s,) yakinsak,

lim s, =s = Zan yakinsak ve g a,=s.
Serinin Karakteri n—00
T3 .

Yakinsaklik - Iraksaklik

\

(s,) waksak = a, waksak .

- [Yakznsakllk igfin] : Zan yakinsak = lim a, =0.

bir gerek kosul n—00
Sonucl : nlggo a, =0 = Ean raksak .
E a,, negatif-olmayan terimli
Teo2 : (yani her bir a, > 0) ve = Zan yakinsak .
(s,) tstten smirl
. 1 1
Or: Z— , ZT : raksak ,
. n
Notl : (i) i 1 p > 1 igin yakinsak "
‘= n? diger durumlar i¢in 1raksak ZLZ ’ Z 31/2 - yakinsak
n n
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Ustelik 0 < ¢ <1 igin (geometrik seri) 11/15

o0 0 < g <1 i¢in yakinsak
n
(i) 2.4
n=l1

0 - 2)" _
diger durumlar igin raksak r;) 7710 q Or: nz_% [3] 3

Negatif-olmayan Terimli Serilerin Karakterlerini Belirlemede Kullanilan Testler:

K : Karakter, K-T : Karsilastirma Testi,

Kisaltmalar :
D-T : D’Alambert Oran Testi, C-T : Cauchy Kok Testi
. a,, = b, (Fn>m)
> ek
> a, K? (aradigimiz), = D @y
Zb K-bildigimi 25 vakinsak wraksalk
-bildigimiz ve .
! o "7 iraksak )

eR\{0} = > a,, > b, ayni karakterdedir .

-

a, ve an yakinsak

/= lim 2
n—o0 by, \‘
/=00

ve an raksak

= Zan yakinsak .

= Zan raksak .

Gt < | (nmm) = Y g,z TS
Zan K? a, = iralcsalk
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(<1 = Zan yakinsak

f:= lim

Ap+1
n—oo  a, -\A

r>1 = Zan raksak

¢ =1 = Test sonu¢ vermez!

C-T (i)

Zan K?

5]
I A

1 (Yn=m)

vakinsak
waksak

= E::GH:

<1 = Zan yakinsak

#f#,fff*

C-T (ii)

£:= lim }a,
n—oo

1>1 = Zan raksak

¢ =1 = Test sonu¢ vermez!

Ne zaman hangi testi kullanmali? (Karar verme stireci-Sorular éncesi hazirlik)

Not: Bu gozlemler sonucunda, sorularin ¢oziimiinii uzun uzadrya yazmadan.. pratik olarak
10 sn icinde dogru test kullanarak serilerin karakterlerini belirleyecek seviyeye gelmelisiniz!

An+1
D.T a,

ifadesine dikkat

:n!, q", n® vb. ifadelerde

nf _ 1/n
an —an

ifadesine dikkat

C.T

]: n", q", n“ vb. ifadelerde

n. 2
or: SO 2
(2n)! 3"

.. " 1
Or: Z_Z’ Ze—n

K.T: n® (ve ¢") ifadelere 6zellikle dikkat! Bu testle ilgili sorularda daha ¢ok, pay ve

payda n*

paydaki en yiiksek dereceli ifade n“, paydadaki en yiiksek dereceli ifade n

S.Ilter, hitp.//aves.istanbul.edu.tr/ilters
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durumda, 8—a > 1 ise seri yakinsak diger durumlarda iraksak olacaktir (b, = ﬁ{a seg,
n

K.T (ii) uygula ve gor!).

Or: Z raksak , Z 5 > yakinsak, Z raksak.

(n—H)

Not: Bazi sorularda bu testlerin birkagini kullanip kolaylikla sonuca gitmek miimkiin olabilir

b, :Zin sec K.T (ii) uygula!

e 1 d 4 n 1 .s
Or: —— vyakinsak = — — ,D.T (ii) uygula!
Z 2"n Y a 2(n+1) 2 (i1) uyg

n

n

1 1 ..
| V= > 17 —>5 ,C.T (ii) uygula!

Negatif terim de igerebilen Seriler tizerine:

4(Mutlak yaklnsak Z |a |yak1nsak = Za mutlak-yakinsak

Teo3 : Zan mutlak-yakisak —=> Zan yakinsak

T5 (Alterne Seri ) : [terimleri (sirali olarak) pozitif, negatif seklinde devam eden seriler]

(un) negatif-olmayan terimli,

a2 1
Z (_1>n+ U, =u —uy +uz—

n=1

Alterne seriler igin (i) (“n) monoton azalan
Teo4| yakinsaklik (ii) lim u, =0
L=

Leibnitz testi B—00
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ORNEKLER

(A) Asagidaki serilerin karakterlerini (vakinsak olup olmadiklarini) belirleyiniz.

[ee]
< 2n1 SR
Zan 32’” 5.3

2
n=1 = nt(n+1)? "

2. i 4. i (_l)n 6 i (_l)n-H
- 1\/n +1 o © = a(n+2)

Yanutlar - Yol Gostermeler

Alve A4: lim a, =0 kosulusaglanmaz = Zan raksak

n—=0oo Sonucl den

AZZ

raksak (b, :Tl se¢c K.T (ii) uygula!)
n

n? +1
o
A3: 2271 = 2 yakinsak (b, = —13 sec K.T (ii) uygula!).
n=1 7 (I’l +1) n
AS: ; ' In yakinsak | O :2_" se¢ K.T (ii) uygula!

Z | |— Z yakinsak
n(n—|—2)
00 (_l)n-l—l 1
A6: ~~  vyakinsak ) b, =— se¢ K.T (ii) uygula!) = T4 den
};n(nﬂ) y (by=—5 seg K.T (i) uygula)

Z a,, mutlak-yakisak = Z a,, yakinsak
Teo3 den

.
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Kuvvet Serileri

T7 (Kuvvet Serisi) : E a, (x — X )n

1
R=—
/ limsup n\/ |an|
[Yakmsakllk ]
T8 : R=?

Yarigapt

T9 (Yakinsaklik Bélgesi) : Y.B.={xcR: |x—x0|<R
%/_/

Xg—R <x<xy+R

Not2 : (i) Ozel olarak ug noktalar (x, — R ve x, + R ) i¢in yakinsaklik arastirmast yapulir.

R=0 = Y.B={xeR:x=x,}

(ii) R=oco = Y.B.=R
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