Diferansiyel Denklemler |

Calisma Sorular1 -3 19.12.2014

A. Asagidaki diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulunuz.

1. xdy—(y+y")dx=0 7. x'+y=in(y)
X 3.1 2 2.

2. 9/ +y=5 y0)=1 8. ¥ymymxy=0

y

1 9. 'ty =x'+y

3. x+2xy =—-
tn(x+y?) 10. x—l,:y/2
y

4. y' - 4" =0 5
11. (x—xy)dy—(y+y")dx=0

5. yy/_xzyxz —0
12. y:xyl2 +1

6. (x*—y)y' +x=0

Not: Coziim metodu olarak: “Tam dif.denk”. ve “integrasyon ¢arpani belirleyerek Tam dif.
hale getirme” siniflandirma ve metotlart kullanilmayacak!

2

XY denkleminin y, =x" seklinde bir 6zel ¢oziimiinii belirleyerek genel
X

!/
B. y =1+ >
X
¢Oziimiinii bulunuz.

C. Asagidaki denklemlerin C-diskriminant egrilerini belirleyiniz, integral egrilerinin zarfi var
mi? varsa bulunuz, sonug olarak tekil ¢oziim hakkinda ne séylenebilir? A¢iklayiniz.

!/

1. A10 daki denklem 2. y— xy' =e (6nce genel ¢6ziim bulunacak)

D. y' =./xy denkleminin asagidaki baslangi¢ kosullarini saglayan ¢dziimlerinin varlik ve

tekligini arastiriniz
Not: “yontem olarak: yalnizca V-T. Teoremleri kullanilacak”; “Teoremlerin sonug¢ vermedigi
durumlar, bu durumda ne soylenebilecegi ile birlikte agiklanmali”; “Genel ¢oziimler
bulunmayacak™

L oyh=1, 2. p0)=1 , 3. y(—l):—%
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GCozumler... /M™NN

(son giincelleme : 19.12.2014)

)
~~
[—y
(9]

Not: Coziimler-Yol gostermeler kontrol amaclhdir, yazim hatasi - eksiklikler vs.. olabilir..
kendi ¢oziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..
Bazi sorularin tam ¢6ziimleri yapilacak, bazilarinin ise yol gostermelerle birlikte

. . d .
genel ¢coziimler sorunun basinda verilecektir. y’ = d_y = p gosterimini kullanacagiz!
X

cX

Al. xdy—(y+yH)dx=0: y=
I—cx

I. yol : Degiskenlerine Ayrilabilir Denklem : f ! 5 dy= f 1 dx (y=0,—-1)
y+y *

IL.yol : Bernoulli Denklemi: Denklemin her iki tarafi xdx e boliiniirse,

yot,=12 ¥+ p(x)y=q(x)y"
X X

= P =——. g =

IILyol : Guruplandirma:

xdy—ydx =y'dx = ! 2a’(l):a’x
— y X
:de(X) -
X X
A2. (Bernoulli Denklemi)
X
2y +y= £ . .
Yy , e
i Y py=q(0)" = p)=7, ¢ =
= Y422 o
2 2y

(1) denkleminin her iki tarafin1 y ile carpalim, daha sonra agagidaki doniisiimii yapalim:

R R yi=z,z=2(x)
2 2 2yy/:Z/
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X
= — Z/ + lz — e_ her iki tarafi 2 ile carpiyoruz
2

= V+px)y=q(x) = p(x)=1, gx)=e"

= z/+z=e" (lineer denklem)

Simdi lineer denklemi, z =wuv doniisiimii ile ¢6zelim:

z=uv, u=u(x), v=v(x)

bz = uv+uw +u=vW' +u)+uw' =e"
=0
2 =uv+uw
= u'4+u=0

N u:e—fp(x)dx:e—fdx:e_x

(dikkat, integral sabiti O segiliyor)

3/13

= w=e" = V=¢ef=e" = vzfezxdx

12x

= v= Ee +c¢ (vnin tespitinde: c integral sabitini eklemeyi UNUTMAYINIZ! )

= z=uv den z=e_x[%ezx+c] .

1 _
3 y2 =—e" tce " [Genel Coziim]
z=y? idi 2

Simdi denklemin verilen Baslangi¢-Kosulundan saglayan ¢oziimiinii bulalim.

y(0)=1
yanix =0 i¢in y=1

} = genel ¢oziimden: 12 :%eo +ce = c:%

O halde istenilen ¢oziim : y =3¢ +Ee
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1
A3. )H—ny;v':—2 : (x+y2)(—1+€n(x+y2)):c+£n|x|
n(x+y7)
2 _
x(1+2yy')=;2 rry=u
— ln(x+y°) .
=u — U (x-e gore tiirev)
=u
/A
1 1+2yy =u
xu':L
lnu

Degiskenlerine Ayrilabilir Denklem :

/

y—e‘e+e't =0 = y =e"(e’ 1)

:>f ! dy:fexdx (y=0)

e’ —1

AS. (Birinci Mertebeden Tiireve gore Coziilemeyen (Kapali formda) Denklem / Carpanlara

Ayrrma M.) ' —x?y"2 =0

p=0 = y'=0 @

2 2 2y _ =
—X _O: X O —
yw—xp p(y —px7) y—pxt=0 = y—yx’=0 @

Simdi (1) ve (2) denklemlerini ayr1 ayr1 ¢ozelim:

:y' =0 = =
Dy (1) inG.C. r=a

1 1
D:y—yx* =0 = —dy= | —dx =0 = — e VX
@) y—y fy y fx2 =0) T YT
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= -1/ .
. (y— Cl)(y — e x) =0 [Coziim]
(1) ve (2) nin G.C. den

A6. (x> =)y +x=0: 2x2 +1=2y+ce >

Bernoulli Denklem ( x in y-e gore): dx
-t P)x=q()x"
dy x = p() =1, ¢ =~y
A7. (Lagrange Denklemi) xy'+y = /n(y’)
xpt+y=inp = y=—xp+inp (@ y=xp(p)+¢(p)  (LagrangeD.)

= @(p)=—p, Y(p)="Inp

Simdi (1) de p = p(x) olarak diisiiniip, denklemin her iki tarafinin x-e gore tiirevini alalim:

dy dp 1dp 1. dp
—=—-p—x—+—F = (—x+—)—=2
dx P dx pdx ( p)dx P
=p

Simdi son denklemin her iki tarafin1 p ye bolecegiz ve diizenledigimizde lineer bir denklem

edecegiz! [ p =0 durumunu incelemek gerekir ise: denklemin bu durumda tanimsiz olacagi

aciktir, dolayistyla bu durumdan bir ¢éziim elde edilemez!]

dx 1 1 (x in p ye gore lineer denk.)

?w(p)x: a(p)
Y

(x>
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Lineer denklemin G.C.: Inceleyip ara islemleri yapiniz!
c Kontrol igin: x =uv doniisiimiinden
=T 1 1
P \/; U=—, v=———=+=4c bulmalisiniz!
Jr Jp
X = L =+ = @
p
= Vp

Son olarak (2) deki x 1, (1) de yerine yazilir ve diizenlenirse,

1 c
X=——+—

- pop

y=1—c\/;+€np

Parametrik Coziim elde edilir.

AS8. x3y'—y2—x2y:0: xz—y:cxy

Bernoulli Denklem: y’—f—p(x)y — g(x))"

4 xy—x3y éP(X)I—;,Q(X):F

A9 0+ =0ty (y—x—c)xy—cy)=0

Birinci Mertebeden Tiireve gore Coziilemeyen (Kapali formda) Denklem /

Carpanlara Ayirma M. = (' —1)()’ +§) =0
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A10. (X = (Y, p) Formundaki Denklem) ~x—-= = )2
y

/

x:p2+% @

Simdi (1) de p = p(y) olarak diisiliniip, denklemin her iki tarafinin y-ye gore tiirevini

alalim;:

& o, 1y

dy dy p p’dy
——
=l/p
d
= 2p--9F=0 @
p- Ay

Simdi (2) nin ¢éziimii ile ilgilenecegiz:

L. Durum: (2p —Lz) =0
p

2p3—y—0 (©))
2p° —

p x=p+< €H)
p

3/2
(3) den p ¢ekilir, (1) de yerine yazilip diizenlenirse; y = 2[%] elde edilir. Dikkat edilirse
bu denklemin bir ¢éziimiidiir.
p=c @

1. Durum: d_p =0 = y
dy X=p += @
p

Dikkat edilirse, yukaridaki bagintilarda p yi yok elde etmek miimkiin: (4) deki p, (1) de yerine

yazilirsa;

= x=c += [Genel Ciiziim}
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Al1l. (Darboux Denklemi)

M (x,y)dx+ N(x,y)dy + P(X,y)(xdy — ydx) =0

(x—xy)dy—(y+y2)dx:0 =

M(tx,09) = —12y* =*M , N(tx,0y) = —t>xy = >N

—y2dx — xydy + (xdy — ydx) =0

homojen fonksiyonlar (Darboux D.)

y = xz doniisimii, xdy — ydx = x’d [ZJ = x%dz = dy = zdx + xdz denklemde yazalim:

X

= —(xz)2 dx—x(xz)(zdx—l—xdz )-I—deZ =0

= —2x’2%dx—x’zxdz = —x%dz simdi her iki tarafi 5 ile ¢arpalim (z=0)
—2x"z°dz
= = —|—lx = b (Lineer D.) elde edilir.
dz z 272

Bu denklem ¢oziiliir ise x = l[—%fn |z | + c] bulunur, z = 2 idi
z X

+¢C  [Genel Coziim]

(z=0 dan ¢6ziim gelir mi? inceleyiniz.)

=M, N: 2.mertebeden, P :0.mertebeden

2
Al2. y:xyl2 +1: y:1+x(1—c\/;)
L. yol : Birinci Mertebeden Tiireve gore Coziilemeyen Denklem /

y=(x, p) , 6zel olarak Lagrange Denklemi y = xp(p)+1(p)

y—1
ILyol : y=xy>+1 = y/ =+
Jx

Degiskenlerine Ayrilabilir Denklem

2
y_J

B. (Riccati denklemi) Oncelikle, y' =1+=—<- denkleminin 6zel ¢dziimiinde (yani

X x2

V= x* da) sbzii gegen k y1 belirleyelim: v, denklemi saglar
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k 2k

2
= y{zl—f—%—);—lz den kx*'= 1 —i—);——);—z
:xo

k—1 k=1 2k-2

:x0+x X

_ (x—k—H 41— xk! )xk—l

= kx

= k=x""41-x*" den k=1 oldugu goriiliir!

L. Asama: $imdi denklemi, y = z 4 y, doniisiimii ile bir Bernoulli denk.i haline getirelim:

9/13

v=z+x, z=1z(x)

2
y )
V=224 2xz 4 x° = Yz =l
y/:ZI+1
2 2
, z°+2xz+x" z+x
= z +1+ 2 — Pl

:z’+%zz+[g—1]z+l—l+1:1
X X

= '+ 1 z=— % 22 (Bernoulli denklemi)

X X

Il. Asama: Simdi Bernoulli denk.i, lineer denk. haline getirip ¢6zelim:

Bernoulli denk.nin her iki tarafin1 z* ile bélelim, daha sonra asagidaki doniisiimii yapalim:

2 2 _
z * X —z % =
. 1 ~Ly— L (Gincer denkt
= 4t —y=—— N = u ——u=— (lineer denklem)
X x2 her iki tarafi -1 ile ¢arpiyoruz X X

= Y +px)y=qx) = ﬁ(x):—i, q(x):x%

Simdi lineer denklemi, integrasyon ¢arpani bulma metodu ile ¢ozelim :
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1
o — | —dx 1

y= efp(x)dx —e fx —e "™ —_ bulunur.
X

1, 1 1
= —u ——u =—

X X X

%/_/

1

Simdi son denklemin her iki tarafinin integralini alalim:

1 1 1 1
—u=| —dx = —u=—-—5+2c
X f X X 2x*

1
= u :x[——2+2c]
2x

Simdi lineer denklemin her iki tarafim v = 1 ile garpalim:
X

1 1 .
= = x[— >+ 2c] , diizenlenirse::
U=—= idi
z y—Xx
2x -
= y=x+ 5 [Genel Cozum}
—1+cx

Cl. x —l, = y'? denkleminin genel ¢oziimii: x = 2 +2 idi.
c
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2_ Y
=x—c"—==0
’ c => (2) den ¢ gekilir 2c =2 = ¢ :%
C
_ Y
G =72+ 2 0 = (1) diizenlenip, bu deger kullanilirsa,
3
@ :>¢ZXZCZ+ZZC i :>cx:l+y:3_y
c c 2 2
3
= kiipiinii alahm, ¢ x° = 27y
) 8

= 4x> 279> =0 (C-dis. egri
y g

Simdi C-dis. Egrisi: integral egrilerin zarfi olabilir mi arastiralim. Derste verilen yeter kosulun

saglanip saglanmadigina bakacagiz:

:izio , ¢cc:—2—i—§}¢0 (y=c igin)

= Teoremin kosullar saglanacaktir
= 4x> —27 y2 =0 : intg.egrilerinin zarfidir = Tekil ¢oziimdiir.
(Ek gozlem: zarf varsa: c-dis. tarafindan igerileceginden, int.egrilerin baska zarfi yoktur

diyebiliriz.)
C2. (Clairaut denklemi) y=xp+e’ (@ = y=xp-+u(p).

Simdi (1) de p = p(x) olarak diisliniip, denklemin her iki tarafinin x-e gore tiirevini alalim:

Q:p+xd—p+epd—p = (x+ep)d—p:0
dx dx dx dx

——

=p

= (x+ep :O)\/[j—p:O] = bu soruda amag¢ genel ¢oziimii belirlemek oldugu igin
X

Z’_p =0 bolimiinden devam edelim.
X

S.Ilter, hitp.//aves.istanbul.edu.tr/ilters

«( Calisma Sorular1 -3



=> Genel ¢oziim: y=cx+e°

=y—cx—e"=0 (2
o=y => (3) den c ¢ekilir —x =¢° = ¢ = /ln(—x)

C
=—x—e"=0 —
P, x—e S = (2) yazilirsa, y—x—xln(—x)=0 (C-dis. egri)

Simdi C-dis. Egrisi: integral egrilerin zarfi olabilir mi arastiralim. Derste verilen yeter kosulun

saglanip saglanmadigina bakacagiz:

¢x ¢y
¢xc ¢yc

—c
:‘ Lo ‘ =120, ¢.,.=—e" =0 = Teoremin kosullar saglanacaktir

= y—x—xln(—x)=0 : intg.egrilerinin zarfidir = Tekil ¢dziimdiir.
D' y/:f(x’y)a

S =

of «x => Bu fonksiyonlar G = {(x,y) € R?: (x> 0,y > 0)(x <0,y < 0)} de Siireklidir.

vEe

0 <e <1 i¢in (L 1) in civant G nin igerisinde kalir yani U_(1,1) C G

| Varlik-Teklik Teo.(Sonug Teorem) den, D = U, (1,1)

Denklemin; y(1) =1 kosulunu saglayan x, =1 in bir civarinda

({ xeR: |x — 1| < h}, h yeterince kiig:iik) ¢Ozimii var ve tektir,

(0,1) noktas1 i¢in: siireklilik bozulacagindan; derste Sonu¢ Teorem olarak verilen Varlik-

Teklik Teoreminin kosullar1 saglanmayacaktir. Dolayisiyla bu Teo. uygulanamaz ve ¢éziimiin

varligi-tekligi hakkinda bir sey sdyleyemeyiz.
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of

[Ek gbzlem: Simdi 6zel olarak yalnizca Varlik Teo (Peano) bakarsak ((0,1) de: 9 tanimsiz
Y

ancak f tanimli, bu nedenle ¢6ziimiin varligim1 inceleme geregi duyduk) : / fonksiyonu
{(x, y)E R?: (x >0,y> 0) V (x <0,y < 0)} da siireklidir. Dikkat edilirse, (0,1) bu kiimenin

elemanidir ancak, bu kiime (0,1) in bir civarini igermez. (gozlemlemek gerekir ise: x=0 1n
R deki her civarinda negatif degerler de bulunur = “x; <0 i¢in kiimenin tanimi geregi
(xy,1) noktasi igermez” ) . O halde Varhk-Teo.nin kosulu saglanmaz dolayisiyla sadece

¢ozlim varlig1 hakkinda bir sey sOyleyemiyoruz.]

(1,%) noktast i¢in: (1,1) i¢in yapilanlara benzer sekilde (ancak bu sefer, 0<5<%

alinacak), denklemin; y(—1)=—1 kosulunu saglayan x,=-1 in bir civarinda

({x eR: |x + 1| <h }, h yeterince kl'igiik) ¢Oziimii var ve tektir,
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