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Odev Sorulari —1 03.10.2014

A. Asagida ozellikleri verilen egri ailelerinin diferansiyel denklemlerini olusturunuz!

1. Herhangi bir A(x,y) noktasindaki teget dogrulari: O, eksenini (g,O) noktasinda

kesiyor.
2. Herhangi bir noktasindaki tegetinin koordinat eksenlerinden ayirdig: pargalarin

uzunluklar1 carpimi: degme noktasinin apsisinin karesine esit.

3. Merkezleri y =2x dogrusu iizerinde bulunan ve yarigaplari 2 ye esit olan ¢gemberler
ailesi.

4. Herhangi bir noktasinda ¢izilen tegetlerin uzunluklari: sabit bir o sayisina esit

5. Herhangi bir noktasindaki teget-alti uzunlugu: bu noktanin koordinatlarinin aritmetik
ortalamasina esit.

6. Odaklar orjin ve kdse noktalar1 O, ilizerinde olan paraboller ailesi.
7. y2 = 2x paraboliine teget olan dogrular ailesi.

8. cy=sincx 9. y=xtan(x+c) 10. (x—a)z—i—by2 =1
B. Asagidaki dif. denk.ler icin izoklin egrilerini belirleyip ek olarak istenilenleri elde ediniz!
1. y/ = x> +4 y2 , k=1,4 degerlerine karsilik gelen izoklin egrilerini ¢izip, lizerinde
yonleri belirtiniz.

2. y' =y, izoklin yontemini kullanarak (k£ =—2,—1,0,1,2 alip yonleri belirleyerek);

denklemin ¢éziimlerini belirlemeye ¢alisiniz!

C. Asagida verilen fonksiyonlarin, yanlarinda yazili araliklarda (her bir fonks. ve aralik igin)
diferansiyel denklemlerin ¢oziimii olup olmadiklarin arastiriniz!

2
1. y:x—i—)fT , (—00,00), ¥ =1+y—x .
2. X*+y*=0,(-L1), ' =—x .

3. xX*—y*=0,(1L1), w=x.
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in*y

—tanx=0, (O,g), (g,ﬂ') , y=y'cos’ x (ny.

5. x?y' =1 denkleminin (-1,1) de ¢dziimii var mi1?

S.Ilter, hitp://aves.istanbul.edu.tr/ilters

2/39



Diferansiyel Denklemler |
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Odev Sorulari -2 15.10.2014

A. Asagida verilen denklemlerin; “hangi tip denklem olduklarini (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz! “yanlarinda kogul var ise, istenen kosulu saglayan ¢oziimiinii”, “kogul yok ise,
tiim ¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gecerli oldugu
degiskenlerin tanmim araliklarini da vererek” bulunuz.

2 3
1. (1+e Hdy—(*—1dx=0 10. 3y°y'+16x=2xy
2.y =3(y+1)+2x “x — +oo iken y(x) smirl”
3. 2 42— xhy? 11. \/yz—ldx—kxydy:O
/
2,0 _ _ 9T 2 y@/2)=0
4. x“y'—cos2y=1 , y(+oo0)= 1 SinCr— ) , y(m/2)
5. YV -w+0’=0 , y0)=1/2 13, (y++ ) dx = xdy
20Y r_ X
6. |xcos“(=)—y|dx+xdy=0 4. y—xy'=yiln=
X Y
7. tanxdy— ylnydx=20 15. y,:x+y
X=Yy
8. 3y%y +16x=2xy°
2, 2 [% 4
o ,:y—2x+1 16. —xyy'—y " =+x" =Yy
2y—x—1

B. Asagida verilen p(x, y)dx+ q(x,y)dy =0 denklemleri i¢in, ilk asama olarak p =u ,
q = v doniisiimii yaparak, son halde denklemi “degiskenlerine ayrilabilir” sekle getiriniz!

1. p=x+a, gq=y+bx 3. p=x+y, qg=x—y

2. p=y—2x+1, g=x-2y+I1 4. p=x+ay—1, g=y+bx+1

C. Asagida istenilenleri elde ediniz! (denklem ¢oziimii oncesinde, olusturdugunuz denklemde
eger var ise, mutlak degerleri goz ardi edebilirsiniz!)

1. A(0,1) noktasindan gecen ve herhangi bir noktasindaki teget-altt uzunlugu: bu

noktanin koordinatlarinin aritmetik ortalamasina esit olan egriyi bulunuz.

2. A(1,1) noktasindan gecen ve herhangi bir noktasindaki tegetinin O, ekseninden

ayirdig1 par¢anin uzunlugu: degme noktasinin apsisinin karesine esit olan egriyi bulunuz.
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3. A(e,1) noktasindan gegen ve herhangi bir noktasindaki tegetinin O, ekseninden

ayirdigi par¢anin uzunlugu: degme noktasinin ordinatinin iki katina esit olan egriyi bulunuz 4/39

4. Orjinden gecen bir egrinin, herhangi bir A(x,y)noktasindan koordinat eksenlerine

paralel dogrular ¢izilerek iki par¢adan olusan bir dikdortgensel bdlge meydana
getirilmektedir. Oyle bir egri ailesi bulunuz ki, her bir egri icin dikddrtgensel bdlgenin bir

parcasinin alani, diger parcasinin alaninin ii¢ kat1 olsun.

Boliim sonu beklenen kazanmimlar:

o Farkli denklem tiirlerini (sorularda tiir ve ¢oziim hakkinda herhangi bir yonlendirme
vapilmaksizin); kisa siirede tespit etme (denklemleri siniflandirabilme)!

o Geometrik ozellikleri kullanabilme!

o  (oziim kavramlarimi (Genel ¢oziim-Tekil ¢oziim) algilayabilme, ¢oziimiin gegerli
olacagi araliklar: tespit edebilme!

e “Baslangi¢ kosullari” veyahut “farkl sekillerde verilen kosullar” yardimuyla
denklemin istenilen ozel ¢oziimlerinin tespit edilebilmesi!

o Denklem ¢oziimleri i¢in,; aranan fonksiyon ve bagimsiz degiskene gore (herhangi bir
yontemi ezberlemeden) doniistimler yapabilme, uygun doniisiimleri arastirabilme!
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Diferansiyel Denklemler |

Odev Sorulari -3 29.10.2014

A. Asagida verilen denklemlerin, “hangi tip denklem olduklarini (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz!” “yanlarinda = u(x,y) integrasyon c¢arpani var ise once tam dif. hale

getirilerek” “yanlarinda kosul var ise, istenen kosulu saglayan ¢oziimiinii”’, “kosul yok ise, tiim
¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gegerli oldugu degiskenlerin
tamim araliklarini da vererek” bulunuz.

1.

" ox
2. x:y—f ©_ g
e

x*dy + (xy —tan xy)dx =0
(x—=3y)dx—xdy=0
y' +(cosx)y = 3sin xcos x

sinxcos ydx+cosxsinydy=0 |,

y(m)y=m/4

(ye? —l) dx + (xe™ —l) dx=0
y x

(x=2y)dx+ydy=0, p=p(x—y)
.2 1

B y=—=
sin 2x sin x

(2x+tany) dx+(x—x*tan y) dy =0

(xy* — fnx) dx + (xzy—i—l) dy=0
y

10. y'+2(cotx)y =cosx
11. xy' =3y =x" +x*

12. (x2 +y? +x)dx+xydy =0

13. (2y—|—l) dx+(2x—|—£) dy=0,u=pu(xy)
X Yy

14, /4SO G,
2x

15. (x2 + 7 +xsinx>dx+ysinxdy: 0

16. (cosxcosy—coty)dy—(sinxsiny)dx =0
17. (x—siny)dy+y dx=0

2

18. 29" = tnx + 242
X

X

B. Asagidaki denklemleri, belirlediginiz uygun hipotezler altinda, bir diferansiyel denklem
problemine doniistiirerek ¢ézlimlerini bulunuz.

X
1 4 320)
1. y=—x +2f—dt
) A

tint
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C. 1. Bir '+ p(x)y = q(x) lineer diferansiyel denklemin y, ve y, (y,= y,) gibi iki
0zel ¢ozliimii bilindigi taktirde (hic integral islemi yapmadan) genel ¢6ziimiin

bulunabilecegini gosteriniz.

2. Cl denyararlanarak y, =1 y,=1+¢ " " ozel cozlimleri verilen lineer diferansiyel

denklemi ve bu denklemin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

1

N

uygun k sayisini belirleyiniz. Bu & sayisi i¢in tam diferansiyel denklemin genel
¢Ozliimiinii bulunuz.

D. 1. dx + (l — / ik) dy = 0 denkleminin fam diferansiyel denklem olabilmesi i¢in
y y

2. «a ve 3 mn hangi degerleri icin y' = ax® 4+ by” denklemi y = z" déniisiimii
yardimiyla bir homojen diferansiyel denklem haline getirilebilir?

3. o ve 3 nmn hangi degerleri i¢in p=x"y” ; (2x*y* +3x)dy +(x’y’ — y)dx =0
denkleminin (tam diferansiyel hale getiren) bir integrasyon ¢arpani olur?
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Diferansiyel Denklemler |

Calisma Sorulari —1 18.10.2014

A. Asagida istenilenleri elde ediniz!

1. 4 (1 ,— 1) noktasindan gecen ve herhangi bir noktasinda tegetinin ordinat ekseninde

ayirdig1 par¢anin uzunlugu, degme noktasinin apsisine esit olan egriyi bulunuz.
(Not: olusturdugunuz denklemdeki mutlak degeri goz ardi edebilirsiniz).

2. Iny =ax+ by egri ailesinin diferansiyel denklemini olusturunuz.

B. Asagida verilen denklemlerin, “hangi tip denklem olduklarini (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz! “yanlarinda kosul var ise, istenen kosulu saglayan ¢oziimiinii”, “kosul yok ise,
tiim ¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gegerli oldugu
degiskenlerin tanmim araliklarint da vererek” bulunuz.

I i
1. xy/'=e’+2) 8. y=dyx—y+l

/
2. (x—3y)dx+(2y—3x)dy =0 9. —F 1, =1
cos(x—y)
y
3.y =—r ~Ddy =
x—\/x_y 10. (x+py)dx+@Bx+3y—1)dy=0

11. (x+ "= x—
4. y'+(1—y2)tanx=O () 4

40

6. (x+y)*y =1
(6nce bir dif.denk. problemine doniistiiriiniiz!)

7.y =X i) y(0)=0, 13, °y%y + 3 =1

ii) y(+00)=0
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Not: Cozliimler-Yol gostermeler kontrol amaglidir, yazim hatasi - eksiklikler vs.. olabilir..
kendi ¢coziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..

Cozumler... /NN

(son giincelleme : 17.10.2014)
Al.

y = y(x) egrisinin M (x,y) noktasindaki
Teget Denklemi
((X,Y) teget lizerindeki keyfi nokta)

Y—y=)'(X—x)

Tegetinin ordinat ekseninde ayirdigi par¢anin uzunlugu denklemde X =0 yazilarak (yani

Y = y—y'x), x-ekseninde ayirdig1 parcanin uzunlugu ¥ =0 yazilarak (yani X = x —l,),
y

2
!/ /
bulunabilir. Ek olarak, “Teget-alt1 uzunlugu: DA ; "Teget uzunlugu: y2 + L] ” seklinde
y

y

bulunacaktir (Sekil iizerinde gozlemleyiniz!)

= Y =y—x , bu da degme noktasinin apsisine esit olacak yani ¥ = x

Y =|y—y%|
= ‘y—y'x‘:x , x>0
Y=x
= y'=2_1 (homojen denklem)
x

= y=cx—xlnx [GenelCiziim| bulunacaktir (/nceleyiniz!)
A(l,—l) noktasindan gectigine gore:

y)=-1

. . = genel ¢oziimden: —1=c—/nl = c=-1
yanix =1 i¢in y=-1

O halde istenilen ¢oziim : y=—x(1+/nx)
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A2. Amacimiz verilen egri ailesini genel ¢6ziim kabul eden dif. denk. i belirlemek

oldugundan; egri ailesinde iki keyfi sabit olmasi sebebiyle, “ikinci mertebe adi dif. denk.”

elde etmeye c¢alisacagiz!

lny=ax+by (i)
, 1 y/2
y o / ) = b:_—
3 54 + by (ll) L (ii;’;en y yzy”
X-e gore tiirev
I ! l 13
" 2 y Y Y Y
Y Y o an e = a=—+b)=——"—+ —
= T T YT vy
X-¢ gore tirev J
13 12
1
= Iy =anby = (v -y
(i) den yy y yy
3 y2y//€ny:xy/3 +y2yl/_yy/2
her iki taraf 1%y" ile carpilirsa
= A=ty =y ~)
B1. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)
1
vy =e’+2y = e Vdy= dx ,x=2
Y Y f y f )

= —e 7 :<€n|x—2|>+c

[:x=2

[Genel Cﬁzﬁm}

B2. (Homojen denklem)

pdx+gdy =0 yazimindan; p(x,y)=x—3y, q(x,y)=2y—3x fonksiyonlar: I.mertebeden

homojendirler (gézlemleyiniz!).

(x=3y)dx+(2y—-3x)dy=0 = ' = x—3y

1—3(%)

2y—3x

S.Ilter, hitp.//aves.istanbul.edu.tr/ilters
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qu,y:xu, u=1u(x)
X

; 1=3u
2u—73

y

1—3u
2u—3

= Y =u+xu' =
——
Xx-e gore tiirev
p_ 1-3u
2u—3
2u—3 1
= f 4 2du:f—dx (xxO,uzzl)
1—2u X 2
:[I

Xu u

I, integralini hesaplayalim:

2u 1
h=J 124> a3 o

=1 =1
2 3

= 1, :—%En‘1—2u2‘+kl

1 1/2 1/2

I, igin = +
. 1—20> 1-2u  1++2u

1

In

gbzleminden,

1—}-\/51/1

+k, oldugu kolayca goriiliir.

[, =
3 2\/5

= [, =1,-31 :—%En‘l—Zuz‘—zﬁEn

1—\/§u

1+2u
1—~2u

3

+k+ky

1 513 1++2u
= ——/n|l1-2u"|— In =/n|x|+/In|c
3 n[1-2 |-t T | = el
1 _ 3
— 22
= (1—2u2) 2 1—|—\/§u =cx
1—\/§u
_ 3
_ 252 P 1+22 22
-z 1— 5 X =CX [Genel Cﬁzﬁm}
u=2idi X 1_\/51
* X
[:x=0 =F ! X
N , F—
N

2 Yy
U =—

X

.. .
= 5 1¢1In ¢oZzum arastu’masn
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2
1 . . . .
DAL RN yziix bulunur, bu egriler diferansiyel denklemi saglar (gézlemleyiniz!)

x2 2 V2

. . . 1
dolayistyla denklemin bir ¢éziimiidiir. Genel ¢oziime dikkat edilirse, y :ﬁx ¢Oziimiiniin

denklemin bir Ozel-Coziimii iken, y=——x ¢Ozimiiniin denklemin bir Tekil-Coziimii

2

oldugu goriiliir (gozlemleyiniz!).

B3. (Homojen denklem)

pdx+qgdy =0 yazimindan; p(x,y)=—y,q(x,y)=x—+/xy fonksiyonlar: 1.mertebeden

L /
homojendirler (gozlemleyinizl). y' = —2— =2~
X—+/ 1—\y/x
X:u,y:xu,uzu(x) ) . u
X = y=utx=
u Xx-e gore tiirev 1— \/;
/
y =
1=Ju = xu'= —u

fdx

I, integralini hesaplayalim:
1 1
I, = du— | —du
: f uNu f u
~3/2 1
=|u du— | —du
J >

——i—€n|u|+k1

T

2 2
= ——= —In|u|=tn|x|+7 L=y
n|u| l’l|X| I’Z|C| = \/; n|cxu|

D

(x=0,u=0)

2
3 - m =/In |Cy| [Genel Céziim]
u=2idi
X
I:x=0, y=0
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u=2=0 = y =0 i¢in ¢6zilim aragtirmast:
X

y=0 diferansiyel denklemi saglar (x=0) (gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir
¢cOziimiidiir. Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu ¢6zlimiin denklemin bir 7Teki/-(oziimii oldugu

goriiliir (gozlemleyiniz!).

B4. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)

y'+(1—y2)tanx:0 = f lzdy:—f tanxdx (»* =1.,x=Q@n—Dr/2,n=0,%L...)
-y
—_— =7
:1l 2
. . 1 l+y
I, ve I, integrali hesaplanirsa: Ilzgfn F +k o, 12:£n|cosx|—|—k2 bulunur
-y

(inceleyip, ara islemleri yapiniz!).

1 1 1
= —/In ﬂ :£n|cosx|+—£n|c|
2 -y 2
1
= ﬂ:ccoszx
-y
1 2
= Y= +—CCOS2 al [Genel Coziim]
l1+ccos” x

I: Y =1,x=2n-Dr/2 ,n=0,71,...

y2 =1 = y=7%1 i¢in ¢oziim arastirmasi yapiniz!

B5. (Homojen hale getirilebilen denklem)

—2x+y—4
Lyol: y/=——~=— |
4 x+2y+7
—2x+y—4=0
—2=2 = dogrular1 kesisirler. Dikkat edilirse,
x+2y+7=0

Kesisim Noktast: (—3,—2) dir.

Orjin: (—3,—2) ye tasmirsa (Otelenirse), yani “denklem i¢in X=x+3, y=y+2
dontistimii yapilirsa”, denklem: Homojen hale gelecektir.
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X=x+3,y=y+2 o
24y 24(/F)

(Homojendir,géozleyiniz!)

y=y(x) & x+29  1+2(3/%)
dx =dx, dy =dy
x -2
=  Joutm ==t
3 — —2+u X-ye gTS/r_eJtﬁrev 14 2u
14+ 2u
_, —2+4u
= xu = —
14+ 2u
142
N f+” :—f aF (F=0)

1—|—u

I, integrali hesaplanirsa: /; = %arctan u—+ %En 1+ uz) + ky bulunur (inceleyip, ara islemleri

yapiniz!).
1 1 2 1
= —arctanu +—/n(l+u )=—€n|x|—|——c
2 2 2

= arctanu+£n(l—|—u2):—2£n|>_c|+c

= arctan[y+2]+£ (1—|—[y+2] ):—2£n|x+3|—|—c [Genel Coziim]
y:y+2 id x+3 +3
T
I: x=-3

ILvol: 2x—y+4)dx+(x+2y+7)dy=0,
%’—/ %{—/

=u =y

S.Ilter, hitp.//aves.istanbul.edu.tr/ilters




du=2dx—d
4 = Sdx=2du+dv , 5dy=—du+2dv (denklemde yerine yazalim)

dv=dx+2dy
= u(2du+dv)+v(—du+2dv)=0
= Qu—v)du+ (u+2v)dv=0 (Homojendir,gdzleyiniz!)

Simdi u = ¢v doniisiimii yapalim. => du = vdt +tdv (denklemde yerine yazalim)

= (vt —v)(vdt + tdv)+ (vt +2v)dv =0 => v (2t —1)dt +2v(t* +1)dv =0

2t—1 2 -
2t " V2dt+Zdv=0 (Degis.Ayrlabilir) (v=0) elde edilir
r+ %

=

(geri kalan integral hesabi I.yol ile ayni, tamamlamak okuyucuya birakilmistir!)

B6. (V' = f(ax+by+c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

Denklem, x+ y =u doniisiimii ile Degiskenlerine Ayrilabilir hale getirilebilir:

xX+y=u, u=u(x)

2
1 = 1+ )y =u = ——du=dx
y/:? x—ega:tﬁrev T u-+1
)

u

1, integrali hesaplanirsa: /; =u —arctanu + k; bulunur (inceleyip, ara islemleri yapiniz!).

= uy—arctanu=x-+4c

3 x+y—arctan(x + y) =x+¢  [Genel Ciziim|
u=x+y idi

I: —oco<x<x

B7. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)
Yy =xe™ = fe*y dy:fxze_xsdx
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v v -
= —-e = —Ee +c [Genel Coziim|

15/39
I: —oco<x<0

Simdi denklemin verilen kosulundan saglayan ¢oziimiinii bulalim.

»(0)=0

- 1 2
. .. = genel ¢oziimden: —1=—=+¢ = c=—=
yanix =0 i¢in y =0 3 3

0 1—oo

Benzer sekilde, y(4-00)=0 dan —e :—g e _ +c = c=-1
%qzo
e
O halde i) i¢in, s
i) i¢ 3¢V =2+e"
istenilen ¢Oziim :
O halde ii) icin, 3
g 3¢V =34
istenilen ¢Oziim :

B8. (' = f(ax+ by +c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

Dikkat: x — y+1=u doniisimii yapmaktansa, karekokli ifadeden otiirii kolaylik olsun diye

bu sefer x— y+1:u2 dontistimii yapalim: ( bu doniistimii yaparken denklemin yalnizca

x—y+1 > 0 durumunda tanimli olduguna da dikkat ediyoruz)

— 2 =
x—y+l=u", u=u(x) 3 1— y’ =2uu' = 1—4u=2u

y/ — 4y X-e gore tlirev :z;
2u 1
= du—= | dx (u=-—
f1—% f ( 4)
%,—/

=1
1

2u 1 1/2

—4u 2 1—4u

1} 1cin: gozleminden, /; = —% — é£n| 1—4u | +k oldugu kolayca

gortlir.

u 1
—_— 1—4u|= ...(B&-1
5 8€n| u| x+c ( )
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bulunur x —y+1= w? idi = u=Fx— y+1 degerinin (B8-1) de yerine yazilmasiyla

Genel Coziim elde edilir (/- x—y+1>0, y= x+i_2)'

u=,x—y+I1 :% icin ¢0zlim arastirmast:

Jx—y+1 :i den y=x-+ % bulunur, bu egri diferansiyel denklemi saglar

(gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢ézliimiidiir. Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu

¢Oziimiin denklemin bir tekil- ¢oziimii oldugu goriiliir (gézlemleyiniz!).

B9. ( Ozel-formda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

x—xy' =cos(x—y) = x(1—y')=cos(x—y)

oldugundan dikkat edilirse, x—y=u , w=u(x) donisimi yapildigmda x—y=u
ifadesinin x-e gore tirevi 1—)' =u’ olacagindan denklem xu’=cosu degiskenlerine

ayrilabilir hale gelir :

= x(1—y')=cos(x—y)
\_V_J \_ﬁr_J

:u/ =u

1

cosu
=1
1

1
= xu' =cosu = du= | —dx cosu =0
il fx ( )

= I, =/In +tanu|+ 4k bulunur (inceleyip, ara islemleri yapiniz!).
cosu
= In + tanu :€n|x|—|—£nc = +tanu = cx
cosu cosu
= 1+sinu=cxcosu bulunur.
= I+sin(x —y) =cxcos(x—y) [Genel Coziim]
——

u=x—y idi

I: x=0,y=x—Q2n—D)n/2 ,n=51,F3,%5...
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_@n—Dr

u=x—y=02n—-hm/2 (n=0,¥L...) = y=x icin ¢Ozlim aragtirmast:

Bu egri diferansiyel denklemi saglar (gézlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢éziimidiir.

2n—m

Genel c¢oziime dikkat edilirse, n=0,72,74... i¢in y=x— : denklemin dzel-

2n—Dm

coziimleridir, n=7F¥1,F3,F5... i¢cin y=x— denklemin tekil- c¢oziimleridir

(gozlemleyiniz!).

B10. (' = f(ax+ by +c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

y' = _x—l——y. Denklem, x+y=u donlisimi ile Degiskenlerine Ayrilabilir hale
3(x+y)—1
getirilebilir:

X+y=u, u=u(x)
Yy =

~ S~ 2u—1
X-e gore tiirev u

_3u—1 =

du = dx

U
T

Y=

2u—1
:ﬂ

f3u_1du:fdx (u=1/2)
J 2u—l

I, integrali hesaplanirsa: 7, :%u +%€n |2u—1|—|—k1 bulunur (inceleyip, ara islemleri

yapiniz!).
1
= éu—i——ﬁn|2u—1|:x+c
2 4
= —(x+y)+—€n|2x+2y—l|:x+c [Genel Ciziim|
u=x+y idi 2 4
I: ¢—x—}-l
Dy >
1 L .. ..
u:x+y:E = y:—x+5 1¢1n ¢Ozum arastirmasi:
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Bu egri diferansiyel denklemi saglar (géz/lemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢éziimidiir.
Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu ¢oziimiin denklemin bir tekil- ¢oziimii oldugu goriiliir

(gozlemleyiniz!). 18/39

B11. (Homojen denklem)

pdx+ qgdy =0 yazimindan; p(x,y)=y—x, q(x,y)=x+ y fonksiyonlar1 1.dereceden

homojendirler (gézlemleyiniz!). y' = x—y _l-yix
x+y l1+y/x
Y
_:u’ :xu’ u=ulx o
X y ( ) i y/:u+xu/:1 u
ore i 1+u
, 1—u X-e gore tiirev
y =
1—
1+u - xul_ . f 1+u d _f dx
1+ u? +2u—1
(x=0, u* +2u=1)
1 2 1
= ——En‘u +2M—1‘:€n|x|——€n|c|
2 2
= u2+2u—l=i2
X
3 (1)2 + 2_y —1= % [Genel Céziim]
u=2idi o . X

I:x=0, y2+2xy¢x2

B12. (Belirli integral iceren denklemi: bir dif. denk. problemine doniistiirme)

Uygun kosullar altinda, asagidaki 6zellik gegerlidir. Bu kosullar belirlemek ise okuyucuya

birakilmistir (“Integral Hesabin Temel Teoreminin 1.kismindan” yararlanabilirsiniz!),
(dolayisiyla belirlemeden asagidaki dzelligi kullanma hakkina sahip degilsiniz!)

Y= fx), v@=b" & “y=b+ [ [t yw)di”
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X
t_y(t) T x_y 9’9
y=l4 [ g ey 22 =
g t+y@) xX+y

= B11 deki denklem i¢in, bir Baglangig-Deger problemidir.

2 C
= Genel Cozlim: (2)24——y—1:i2 idi.
X X X

2

=1 1
vy } = genel ¢oziimden: (I)Z‘FT_IZI% = ¢=2

yanix=1 i¢in y=1

O halde istenilen ¢oziim : % 4 2xy—x> =2

Not: Coziimiin, ¢oziime baslarken bahsedilen uygun kosullart sagladigi gézlemlenmeli, aksi

halde ¢oziim olamayacaktir!

B13. (Genellestirilmis Homojen denklem)
F(x,y,dx,dy)=x"y*dy+ (xy° +1)dx =0
X—tx, y— ¢k y, dy— tk_ldy , dx—dx yazimlann1 yapildiginda, k= —% i¢in

F(tx,t* Vv, dx,tk_ldy) =1"F(x,y,dx,dy) esitligi saglamr => Denklem: Genellestirilmis

Homojendir.
y 13 ]
u= ,Vy=x "u,
173
1 _ _
Nt 3
3 [ gore turev
y/_ —l—xy 3
x2)? N x—4/3[—1—2u +l _ 3y
u 3
YL —1—2u |
u
3u° 1 3 N 3 o
= 3du:——a’x (Degis.Ayrlabiliry (x=0, 2u” = —3) elde edilir
34 2u X
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3u? 1
= du=—| —dx
f3+2u3 fx
20/39

= l€n‘3+2u3‘=—€n|x|+l£n|c| = 3+2u3:i2
2 2 X

= V== ’ [Genel Céziim]
- enel Cozum
N 2 2x

I:x=0, 2y3¢—3
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Diferansiyel Denklemler |

Calisma Sorulari —2 29.10.2014

A. Asagida istenilenleri elde ediniz!

1. (xe’ +x)dy+ (e’ +ky)dx =0 denkleminin tam diferansiyel denklem olabilmesi i¢in

uygun k sayisini belirleyiniz. Bu & sayisi i¢in tam diferansiyel denklemin genel
¢Oziimiinii bulunuz.

2. « nin hangi degeri i¢in = (x2 +y? )a . xdy —(x* +y* 4+ y)dx =0 denkleminin (tam

diferansiyel hale getiren) bir integrasyon c¢arpani olur? belirleyiniz, bu ¢arpani

kullanarak denklemin ¢6ziimiinii bulunuz.

B. Asagida verilen denklemlerin; “hangi tip denklem olduklarini (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz! “tiim ¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gegerli
oldugu degiskenlerin tanim araliklarint da vererek” bulunuz.

L+ D+ -ty =0 - Y Lany=
- T et (xy — ny)dy = cos’y x

2. y'+ ycotx=sin2x o v

3. dy+(y—sinx)cosxdx =0 X -+cosy
1

4. (XCOSy—Sinzy)dy—Sinydx:() 9. (y—x+;)dx+(x+y)dyzo

_Jy
5. x+ylny==— 10. (xﬁn(xy)_xy) dy+(y€n(xy)—xy) dr—0
y x+y x+y

6. (y—5x)dx+(x—5y)dy=0
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Not: Cozlimler-Yol gostermeler kontrol amaglidir, yazim hatasi - eksiklikler vs.. olabilir..
kendi ¢oziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..

Cozumler... /M™N 22/39

(son giincelleme : 29.10.2014)

Onbilgi .1 (Baz: Diferansiyeller)

Tablo
Ou Ou
du=—dx+—dy , u=u(x,
R o~ (x,¥)
1 d(xy)=ydx+xdy
2 d(xzj:yz):2(xdxﬂ:ydy)
xdy—ydx
3 A ="
X
4 d(arctanl):M
X xT+y
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Onbilgi .2 (Integrasyon Carpan Arastirmast)

23/39
Tablo
M dx+ Ndy =0 Denk. icin j Integrasyon Carpani Arastirmasi
Kosullar integrasyon garpani Acgiklamalar
oM ON p(x)
9 Ox (x) d. _e bas
1 dy Ox _ o(x) p=p(x) = ef plr) ax (yah'llzca x <.3 bagli)
N bir fonksiyon
oM _ON ()
2 0 Ox — — Jeav alnizca y-ye bagh
y B p=pu(y)=e (v 1zca y-ye bag )
-M bir fonksiyon
OM  ON w=w(x,y)
o 9. hem x-e hem y-ye bagli)
dy  Ox ( y-ye bagl),
= (w) dv
3 (9W aw SO(W) Iu, g M(W) = ef@ Y ’ SO(W) .
N o M N (yalnizca w-ya bagli)
X Y bir fonksiyon

Not.

1.durum: yalnizca x-e bagli; )
Integrasyon ¢arpant

2.durum: yalnizca y-ye bagli;
arastirmalarinda kullanilacaktir!

3.durum: hem x-e hem y-ye bagh
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Al. (xe’ +x)dy + (e’ +ky)dx =0 i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

M= thy oM o
= —=¢e"+1k, —N:eerl
N=xe’ +x dy Ox

Denklemin Tam Dif.Denk. olabilmesi i¢in %—M = 88_N sart1 saglanmalidir:
)y X

= e’ +k=¢e"+1 = k=1 bulunur.

Simdi (xe” +x)dy+ (e’ +y)dx =0

Tam Dif. Denk. in ¢6zlimiinii bulalim:

d :adx+a—ydy
u:fde+f(y) u= [ Ndy+g(x)
:f(ey +»)dx+ () Zf(xey+x)dy+g(x)
—xe’ +xp+ f(y) ...(Al-D) =xe” +xy+g(x) ...(Al-ii)

(Al-1) ve (A2-ii) den: g(x)=0, f(»)=0 bulunur. = u=xe’ +xy olur. Genel Coziim

u=c idi.

= xe+xy=c [Genel Coziim|

I —oco<x<0
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A2. a y1 belirlemek i¢in iki yol izleyebiliriz:

Lyol: n= <x2 +y? )a yani p = pu(x”> + y*) formunda bir integrasyon ¢arpani arastirmast ile.

I1.yol: Denklemin her iki tarafin1 p = (x2 +y? )a ile ¢arpip %—M = %—N esitliginden.
)y X

Lyoldan yapalim! (Integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)
xdy —(x* + y* + y)dx =0 igin M dx+ Ndy =0 yazimindan:

M=—x"=y "=y 7 N
_ = a—]V[:—Zy—lzlza—N
N=x oy Ox
= Denklem: Tam Dif, DEGIL!
a—W:2x
ox
w=x"+y" =1 g, 2
o

Hem x-e hem y-ye bagli integrasyon ¢arpani, genel formda w = w(x, y) icin asagidaki sekilde

aragtirtliyor idi:

oM ON
dy  Ox _ —2y—1-1 _ —2y-2
N?LM? X2x)+ (3 )2y 2+ yH) 2 +7)
x y

. —2y-2 _ 1 _
HyHR2y+2) (4P

L =D
w

yukaridaki esitlik sonucu, yalnizca w-ya bagli bir fonksiyon elde edildi.
O halde Onbilgi2-Tablo: 3 den
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oM N
dy Ox
LA —
SOW = 0w
NZE—M == L
O T T Ari T L 26/39

1

x2+y2'

= intergrasyon carpant: [ =

................. 99 e e

11.yol: Denklemin
x(x2 —l—y2>a dy—(x* +y* +y) (x2 —I—y2>a dx=0

= M:(—xz—yz—y)(xz—i—yz)a R Nzx(xz—i—yz)a

B caytfe e sl
- %—]j = (xz + y2 )a +200x? (x2 + y2 )a_l
= % = %—]j den her iki tarafi (x2 + y2 )a_l e bolelim

= <—2J’—1)(x2 +y2)—|—2ay(—x2 —y2 —y)zx2 +y2 1+ 2ax?

= —2(y+ay—|—a—|—l)x2—2(y+ay+a—|—1)y2:0
= y+ay+a+l=0 = a=-1

................. 99ccseens

Simdi denklemin her iki tarafin1 p = (y = +£x) ile ¢arpalim ve denklemin Tam Dif.

x2+y2

Denk. haline geldigini kontrol edip, ¢ozelim.

X v B
= >dy—(1+ )dx =0

x2_,[_y x2+y2

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:
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Y
M=—1-— 2 2
oM — ON
2 2 X" +y

[ oy (x? +?)? T Ox 27/39
N ¥
X+ y2 = Denklem: Tam Dif.
d :%dx—k%dy
Ox dy
u:fde—l—f(y) uszdy+g(x)
= x| v /() =) a2 dy+g(x)
X" +y NS —
=1 =1
x .
— x—arctan >+ £(y) ...(A2-) :—arctan;-l—g(x) ...(A2-ii)
y

. 1 1
I} i¢in 1 :—yf > dx:lf . dx:—arctani-l-kl,
x“ 4y Y+ Y
y

1, i¢in benzer sekilde 7, = arctan £ + k> bulunur, “arctan k + arctan% = % ” ozelliginden

X

I, = —(arctan f) + %4_ k, =—(arctan i) +k; yazilabilir.
y y

%/_/
:k3 diyelim

(A2-1) ve (A2-11) den: g(x)=—x, f(y)=0 bulunur.

X A~ .-
= u=—x—arctan— olur. Genel Coziim u = —c idi.
y
X
= X+ araan; =cC [Genel Coziim]

I:y=0, y=+x

y=0, y=+x i¢in ¢6zlim arastirmast:
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y =0 denklemi saglamaz dolayisiyla ¢6ziim degildir. y = +x denklemin ¢oziimleridir.

Genel ¢ozlime dikkat edilirse, bu ¢ozlimler denklemin birer 7eki/-(6ziimii oldugu goriiliir
(gozlemleyiniz!).
28/39

B1. (Tam Diferansiyel denklem)

(xy2 + l)a’x +(x* y—1Iny)dy =0 i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:
X

M:xy2+—
X
N =x*y—Iny Oy Ox
= Denklem: Tam Dif.
d :%dx—l—%dy
Ox Oy
u:fde—I—f(y) uszderg(X)
) ] = [ Py —tny)dy+g(x)
zf(xy +)dx+f(7)
2.2
2.2 XY + | Inyd
. = y dy + g(x)
:xzy Fn|x|+f() (Bl 2 LH
=1
2.2
:xzy — ylny+ y+g(x) ...(Bl-ii)

(/; icin kismi integrasyon ile: [} = y/ny —y +k; bulunur (inceleyiniz!).)

(Al-i) ve (Al-ii) den: g(x)=(n|x|, f(y)=y— ylny bulunur.

x2y2

= u= +/ln |x| +y—ylny olur. Genel Coziim v =c idi.

2.2
= X2
2

+In |x|—|— y—ylny=c [Genel Coziim|

I:x=0,y>0
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B2. (Lineer Diferansiyel denklem)

y' +ycotx=sin2x , y'+ p(x)y=q(x) = p(x)=cotx, g(x)=sin2x
29/39

Lyol: y =uv doniisiimii yaparak:

v=uv, u=u(x), v=v(x)

= u'v+uw' +cotxuv=v(u'+ (cotx)u)+uv' =sin2x
~0

'+ ycotx =sin2x

!/ / !/
y =uv+uy

= u' +cotxu=0

— x)dx — | cotxdx —In(si 1
= y—e fp() :ef —e In(sinx) _ :
Sin x

(dikkat, integral sabiti O seciliyor)

= w/=sin2x = V =sinxsin2x = v:f sin xsin 2x dx

=1
1

I, integralini hesaplayalim:

]1=f2sin2xcosxdx

= sinx =t doniisiimii uygulanirsa [# dx = ! dt] :
COS X

3
1 =f2t2dt:2%+c:§sin3x+c

= v= %sin3 x+c¢ (vnintespitinde: c integral sabitini eklemeyi UNUTMAYINIZ! )

= genel ¢coziim: y=wuv den y=

2 .3 ]
- —sIn” x+c¢
sinx|{ 3

2.
= y=Zsin? x+—
y=uv idi 3 sSin x

[Genel Ciiziim}

I: x=nm ,n=0,F1,...

ILyol: v= ef PEOd seklinde integrasyon ¢arpani bularak:
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d d: i .
V= ef pd_ ef COLXAY _ ofnsinx) _ gin v bulunur.
Simdi denklemin her iki tarafin1 v =sinx ile ¢arpalim:

= sinx y' +cosx y =sin xsin2x

=(vw) =(sinx )" oldugu goriiliir!
. / . .
= (sm x y) =sinxsin2x
Simdi son denklemin her iki tarafinin integralini alalim:

= sinxy:f sinxsin2xdx , I; den

. 2 .3
= smxy:§s1n xX+c

I (2.
= Yy=— [—sm3x—|—c]
sinx | 3

2 .,
= y==sin"x+— [Genel Ciziim|
y=uv idi 3 sin x

I: x=nm ,n=0,F1,...

B3. (Integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)

dy +(y—sinx)cosxdx =0 i¢in M dx+ Ndy =0 yazimindan:

M = ycosx—sinxcosx —
_ = —M:cossz:a—N
N=1 Oy Ox

= Denklem: Tam Dif. DEGIL!
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Ancak denklem, “integrasyon carpani ““ ile Tam Dif. denklem haline getirilebilir mi?

inceleyelim!

OM  ON

Ty_a ~cosx—0

N

fu dx
pxy=e N

yalmzca x-e bagli bir fonksiyon elde edildi. O halde Onbilgi2-Tablo:1 den

_ efcosxdx

= intergrasyon ¢arpant: p(x)=-e

=Ccosx
1

sin x
=e

sin x

Simdi denklemin her iki tarafin1 p(x)= "~

haline geldigini kontrol edip, ¢o6zelim.

= " dy+(y—sinx)cosx e dx =0

ile carpalim ve denklemin Tam Dif. Denk.

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

M = (y—sinx)cosx &

N = esinx

= 8—M:cosxesmx _ON
dy Ox

= Denklem: Tam Dif.

7N

Ou

du =—dx

ox
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u:fde—l—f(y) uszdy+g(x)

:f(y—sinx)cosxeSinxdx+f(y) Zfesmxdy-l—g(x)

=h = " 4+ g(x) ...(B3-ii)
= " 4 (=1 +sinx)e™ + f(y) ...(B3-)

(/; i¢in sinx =t doniisiini yapilarak; /, = f (y—1)e dt = yf e dt + ftet dt
kismi integrasyon

seklinde bulunur (inceleyiniz!).)

(B3-i) ve (B3-ii) den: g(x)=(—1+sinx)e’™, f(y)=0 bulunur.

= u =y’ + (—1+sinx)e’™ = (y—1+sinx)e™ olur. Genel Coziim u = ¢ idi.

sinx __

= (y —1+sin x)e =c [Genel Ciizl'im]

I: —oco<x<0

B4. (integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)

(xcos y—sin® y)dy —sin y dx =0 igin M dx+ Ndy =0 yazimindan:

M =—siny oM ON
= —— =—C0Sy#COSy=—
dy Ox

N:xcosy—sin2y

= Denklem: Tam Dif. DEGIL!

Ancak denklem, “integrasyon ¢arpani “ ile Tam Dif. denklem haline getirilebilir mi?

inceleyelim!
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dy _8x _ —COsy—cosy :_ZCosy ~ 2coty

—M sin y sin y

yalnizca y-ye bagl bir fonksiyon elde edildi. O halde Onbilgi2-Tablo:2 den

oM ON

dy Ox
) _ e*f2coty dy _ ~2nsiny) _ 1

wmy)=e —
sm” y

1

sin? y

= intergrasyon ¢arpant: p(y)=

Simdi denklemin her iki tarafin1 p(y) ile ¢arpalim ve denklemin Tam Dif. Denk. haline

geldigini kontrol edip, ¢ozelim:

xcosy
—NDdy —
sin? y Yy sin y

( dx=0 (siny=0)

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

1
M=-—

sin y — OM _ cosy ON

dy  sin’y Ox

N Xeosy
~ sin? y = Denklem: Tam Dif.
du = u dx + u dy
Ox dy
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u:fde—i—f(y) uszdy+g(x)
XCOSy 34/39
:—f 1 dx+ f(») =f( ———Ddy+g(x) —
sin y sm-y
cos
— X L) (B4 =—y+xf 2 dy + g(x)
sin y sin” y
=1
|
X ..
=—y———+g(x)...(B4-11)
sin y
(/; igin sin y =¢ doniisiinii yapilarak; sonugta /; = — ,1 +k; bulunur (inceleyiniz!).)
sin y

(B4-1) ve (B4-11) den: g(x)=0, f(y)=—y bulunur.

= U=—y—— olur. Genel C6ziim u = —c idi.
sin y
X
= y+— =c [Genel Céziim]
sin y

I: y=nm ,n=0,F1,..

y = n7 i¢in ¢6zUim aragtirmast:
Denklemi saglar (gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢oziimiidiir. Genel ¢oziime dikkat

edilirse, Tekil-Coziimii oldugu goriliir (gozlemleyiniz!).

B5. (x-e gore Lineer Diferansiyel denklem)

x+y£ny:l/
y
dx 1 dx 1
————x=I(ny —+p(y)x= = ==, = In
& v e p(»)x=q(y) p(y) 5 q(y)=Iny

integrasyon ¢arpani bulma metodu ile ¢ozelim:
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[ p(ay @ 1
v=e —e "V e ™ —_ bulunur.

y

Simdi lineer denklemin her iki tarafin1 v = 1 ile carpalim: (x' = ?)

= —x’—i2 o)
vy y
| —
1

!
—(wx) = x] oldugu gériiliir!
y

Simdi son denklemin her iki tarafinin integralini alalim:

1 1
—x= | —/(nydy
y f y

[ —

1 1
I; hesaplanirsa: /[, = Eﬂnz v+ EC bulunur (inceleyip, ara islemleri yapiniz!).

1,2 -
= X=y Eﬂn y+c [Genel Coziim]

I:y>0

Be6.

I. yol : Homojen denklemden ¢6ziim bulunabilir!

IL.yol : BI deki yapilanlara benzer sekilde Tam Dif. denklemden ¢6ziim bulunabilir!

IILyol : Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 ve 2 den yararlanarak
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(y=5x)dx+(x—5y)dy=0 = ydx+xdy —5(xdx+ ydy)=0
=d(xy) :%d(xz-i—yz)

N d(xy)—§d<x2+y2)=o =~ d(xy—§<x2+y2))=o

5
= Xy _E(xz + yz) =cC [Genel Ciizl'im]

I: —oco<x<o0

B7. (Ozel formda Lineer Denklem haline getirilebilen)

Bu denklem, asagidaki doniisiim ile lineer hale daha getirilebilir:

tany =z , z=z(x)
1

/

1
y' ——tany=1 <l—i—tan2y)y’:z
cos  y X - 7
1

cos® y

[\

V' 4+ p(x)y=q(x)

= Z —lz =1 (lineer denklem) elde edilir.

x = p)=—1, g =1
X

Simdi lineer denklemi, z =wuv doniisiimii ile ¢ozelim :

z=uv, u=u(x), v=v(x)

1 1

O S = uvtw ——uw=v@' ——u)+w' =1
. . X X
0

/ / /
zZ =uv+uv

= u'—lu:O
X

1
_ e—fp(x)dx _ ef;dx _ Inx

= u e =

(dikkat, integral sabiti 0 seciliyor)

X
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1 1
= w=1 = V== = v:f—dx
X X

= V= €n|x|—i—c ( v nin tespitinde: c integral sabitini eklemeyi UNUTMAYINIZ! )

= genel ¢oziim: z=uv den z:x(£n|x|—|—c)

= tan y = x((n|x|+c) [Genel Céziim]

z=tany idi

I: x=0,y=Qn—D)r/2 ,n=0,Fl,...

y=02n—-1)r/2 igin ¢dziim arastirmasi: diferansiyel denklemi saglamadigi i¢in ¢&ziim

degildir.

B8. Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 den yararlanarak

y=———2— = ydx+xdy+5cosydy=0
x+Cosy \_:d(f.;)—/

= fd(xy):—f cos ydy

= xy=-siny-+c [Genel Céziim]

I: y=arccos(—x)

B9.
I. yol : B1 deki yapilanlara benzer sekilde Tam Dif. denklemden ¢6ziim bulunabilir!

IL.yol : Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 ve 2 den yararlanarak

(y—x—l—%)dx—i—(x—f—y)dyzo = ydx+xdy +(—xdx+ ydy)+ %dx =0
= = Jawe—y?) —dnl)
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= d(xy)—%d(xz—yz)—i-d(fnx):O = d xy—%(xz—y2)+€n|x| =0

= xy—%(xz—y2)+£n|x|:c

I[:x=0

[Genel Ciiziim]

B10. Gruplandirma:

xfn(x In(xy)
(—( y)—xy)dy—lr(—y (. —xy)dx=0
xX+y xX+y

= fn(xy) [xdy + ydx] = xydx + xydy
x+y

4
= M[xaly + ydx|= xy|dx +dy|
=d(xy) =d(x+y)

= %;y)d(xy)z (x+y)d(x+y)

En_udu:

simdi her iki tarafin integrali alinirsa, f
u

’ n’(xy) _ (x+p)°

In*u

yapiniz!) ve f wdw = W? +k, bilgilerinden;

2

+k, (inceleyip, ara islemleri

+=
2

= () =(x+y) +c

I:y=—x,xy>0

[Genel Ciizijm}
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i.U.Fen Fakiiltesi Matematik Béliimii Diferansiyel Denklemler | /Arasinavi Hazirlik Sorulari

Yrd.Dog.Dr.Serkan ILTER / I.U. Matematik Sdre: .. BASARILAR..
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SORU1. (00p) Asagidaki 1 ve 1' sorularindan yalnizca bir tanesini secerek ¢oziiniiz!
1. ...
1. ...

SORU 2. (00p) Asagidaki 2 ve 2' sorularindan yalnizca bir tanesini secerek ¢oziiniiz!

2.

SORU 3. (00p) ....

SORU 4. (00p) Asagidaki siklardan yalnizca_iki tanesini secerek yapiniz!
(A) ...
B) ...
©)....
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