Diferansiyel Denklemler |

Calisma Sorular1 —2 29.10.2014

A. Asagida istenilenleri elde ediniz!

1. (xe¢” +x)dy+ (e’ +ky)dx =0 denkleminin tam diferansiyel denklem olabilmesi igin
uygun k sayisini belirleyiniz. Bu & sayisi i¢in tam diferansiyel denklemin genel
¢Ozlimiinii bulunuz.

2. « nin hangi degeri i¢in = (xz +y? )a . xdy —(x* 4+ y* 4+ y)dx =0 denkleminin (tam

diferansiyel hale getiren) bir integrasyon c¢arpani olur? belirleyiniz, bu ¢arpan

kullanarak denklemin ¢&ziimiinii bulunuz.

B. Asagida verilen denklemlerin, “hangi tip denklem olduklarint (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz! “tiim ¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gegerli
oldugu degiskenlerin tanim araliklarini da vererek” bulunuz.

/

Y

! R DV
L. (xyz—l-;)dx—i—(xzy—ﬁny)dyzo 7. o5 tany =1

2. y' 4 ycotx =sin2x g y

4 :_x+cos
3. dy+(y—sinx)cosxdx=0 Y

1
4. (xcosy—sin® y)dy —sin ydx =0 9. (y—x+;)dx+(x+y)dy:O

oy ; ,
5. x+ylny == 10. (xﬁn(xy)_xy) dy+(—y£n(xy)—xy) dx=0
Y xX+y Xty

6. (y—5x)dx+(x—5y)dy=0
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Not: Cozliimler-Yol gostermeler kontrol amaglidir, yazim hatasi - eksiklikler vs.. olabilir..
kendi ¢oziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..

Cozumler... /NN

(son giincelleme : 29.10.2014)

Onbilgi .1 (Baz: Diferansiyeller)

Tablo
ou ou
dui=—dx+—dy , u=u(x,
R o~ (x,¥)
1 d(xy)=ydx+xdy
2 d(xzj:yz):2(xdxi—ydy)
xdy— ydx
3 d(H="2"22
X X
4 d(arctan Z):M
X xXT+y
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Onbilgi .2 (Integrasyon Carpan Arastirmast)

Tablo

M dx+ Ndy =0 Denk. icin 1 Integrasyon Carpant Arastirmast

3/18

Kosullar integrasyon carpani Aciklamalar
oM _oN o)
1 dy  Ox — o(x) = pu(x) = ef p(x) dx (yalnizca x-e bagli)
N bir fonksiyon
oM 0N e(»)
2 gy Ox — o(y) = p(y)= ef (1) dy (yalnizca y-ye bagl)
-M bir fonksiyon
oM  ON w=w(x,y)
e Av hem x-e hem y-ye bagl)
8y  ox y ( y-ye bagl),
O T T = () = el 700 ()
N o M N (yalnizca w-ya bagli)
o Y bir fonksiyon

Not.
1.durum: yalnizca x-e bagli;
2.durum: yalnizca y-ye bagli;

3.durum: hem x-e hem y-ye bagl
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Al. (xe’ +x)dy+ (e’ +ky)dx =0 i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

M=etthy oM ON
= —=¢e'+k,—=¢e"+1
N=xe’ +x Oy Ox

Denklemin Tam Dif.Denk. olabilmesi i¢in 88_M = %—N sart1 saglanmalidir:
)y X

= e¢'+k=¢e’+1 = k=1 bulunur.

Simdi (xe” +x)dy+ (e’ +y)dx=0

Tam Dif. Denk. in ¢6ziimiinii bulalim:

N
~~
[a—
=]

du=5e B b

u:fMﬁ+ﬂﬁ usz@+ﬂm

= [ +»dxc+ 1) = | e+ 0dvg()
—xe¥ +xy+ f(y)  ...(Al-0) =xe’ +xy+g(x) ...(Al-ii)

(A1-1) ve (A2-ii) den: g(x)=0, f(y)=0 bulunur. = u =xe” +xy olur. Genel Coziim

u=c idi.

= xel+xy=c [Genel Coziim|

[ —oco<x<o0
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A2. « y1 belirlemek i¢in iki yol izleyebiliriz:

Lyol: n= (x2 + yz)a yani = pu(x> + y*) formunda bir integrasyon ¢arpani arastirmast ile.

1l.yol: Denklemin her iki tarafim1 g = (x2 +y? )a ile carpip %—M = %—N esitliginden.
)y X

Lyoldan yapalim! (Integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)
xdy —(x* + y* + y)dx =0 icin M dx + Ndy =0 yazimindan:

M=—x"=y"-y V]
_ = aﬂ——2y—1¢1:a—N
N=x oy X
= Denklem: Tam Dif. DEGIL!

@:2)6
Ox

2 2

w=Xx +y = 3 Ow 5
o

Hem x-e hem y-ye bagli integrasyon ¢arpani, genel formda w = w(x, y) icin asagidaki sekilde

arastiriliyor idi:

oM _ON
dy  Ox _ —2y—1-1 _ —2y-=2
;vgw_ MZW X2+ Y2 F)2y) 2 ¥+ 20(x +)7)
X a4

_2y—2 1 1
p— p— —_ —— —1
(2 +3H)2y+2) P4y w (y=-1

yukaridaki esitlik sonucu, yalnizca w-ya bagl bir fonksiyon elde edildi.
O halde Onbilgi2-Tablo: 3 den
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oM N

dy Ox
—= = _dw
ow 0w 1
Ng Mg — [~ dw 1 1
,LL(W) —e ox 8)/ —e fw — efﬁnw — 5 5
wo x"+y

. 1

= Intergrasyon garpant: jt=— 5
x“+y

................. 990 s e

11.yol: Denklemin
x(x2 +y2>a dy — (x* + * er)(x2 +y2>a dx=0

= M:(—xz—yz—y)(xz—f—yz)a , N:x(xz—f—yz)a

a;j ( 2y—1)(x -|—y> +2ay(—x2—y2—y)(x2+y2)a_l
- ?9];] (x +y ) +20x” (x2+y2)al
= 88—];[:%—];] den her iki tarafi (x +y ) e bélelim

= (—2y—1)(x2 +y2)+2ay(—x2 —y’ _y):xz + 37+ 2ax?

—2(y+ay+a+1)x2—2(y+ay+a+1)y2:0
= yt+ay+a+l=0 = a=-1

................. 99e e e

Simdi denklemin her iki tarafini p=—
x°+

Denk. haline geldigini kontrol edip, ¢ozelim.

= 5——dy— (1+ ——)dx=0
4y’ +

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:
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M=—1-—2—
X" +y
-
N= 2x 2
x“+y

=

oM _—x*+y* N

oy (P4y7)? ox

= Denklem: Tam Dif.

N

7/18

Ou

ou

du=—dx+—dy

Ox

Oy

u:fMﬁ+ﬂﬁ

= —x—arctanﬁ—l—f(y) ...(A2-1)
y

u:dey—l—g(x)

X
= dy + g(x)
f 2 yz

| —
:]2

— _arctan >+ g(x) ...(A2-11)
Y

1

.. y 1
I, i¢in [} =—y dx==| ——
[E——

YTy 4
y

dx = —arctan = + ki,
y

. . 1 "y
1, i¢in benzer sekilde I, = arctan 2 + k, bulunur, “arctan k + arctanz =T ozelliginden

X

[2 — —(arctan i) + %4_ kz = —(arctan ﬁ) + k3 yazﬂabilir.
y Y

H_J
=k; diyelim

(A2-1) ve (A2-11) den: g(x)=—x, f(y)=0 bulunur.

X -~ ..
= u=—x—arctan— olur. Genel Coziim u = —c idi.

y

y

X
= Xtarctan—=c

I:y=0, y=+x

[Genel Coziim]

y=0, y=+£x ic¢in ¢dziim arastirmast:
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y =0 denklemi saglamaz dolayisiyla ¢oziim degildir. y = 4+x denklemin ¢oziimleridir.
Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu ¢oziimler denklemin birer 7ekil-Coziimii oldugu goriiliir

(gozlemleyiniz!).

B1. (Tam Diferansiyel denklem)

(x” +l)dx + (x*y —fny)dy =0 igin M dx+ Ndy =0 yazimmdan:
X

M:xy2+—
X
N:xzy—ﬁny 9y Ox
= Denklem: Tam Dif.
du:%dx—l—@dy
Ox Oy
u:fde—i—f(y) uszdy+g(x)
1 = | Py—tny)dy + g(x
:f(xyz—i-;)dx—i-f(y) f( y—{ny)dy +g(x)
2.2
Xy
2,2 = + | lnydy+ g(x)
:xzy +in|x|+ () ..(BlHD) 2 L,]_,
=4
2.2
:xzy — ylny+ y+g(x) ...(Bl-ii)

(/; icin kismi integrasyon ile: [} = y/ny —y + k| bulunur (inceleyiniz!).)

(Al-1) ve (Al-i1) den: g(x)=/{n |x , f(¥)=y— ylny bulunur.

x22

= u= In |x| + y—ylny olur. Genel Céziim v = ¢ idi.

2.2
S +£n|x|—|—y—y€ny:c [Genel Coziim|

I:x=0,y>0
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B2. (Lineer Diferansiyel denklem)
y' +ycotx=sin2x , y'+ p(x)y=¢q(x) = p(x)=cotx, g(x)=sin2x

Lyol: y =uv déniisiimii yaparak:

9/18

yv=uv, u=u(x), v=v(x)

/ o = u'v+uw +cotxuv=v(u'+ (cotx)u)+uv' =sin2x
¥’ + ycotx =sin2x (#)

=0
y/ =u'v -+ s

= u'4+cotxu=0

[ pydx . [eotxdx o nGsiny) _ 1
sin x

= u=e

(dikkat, integral sabiti 0 segiliyor)

= w' =sin2x = V =sinxsin2x = v=f sin xsin 2x dx

=1
1

I, integralini hesaplayalim:

II:IZSinzxcosxdx

. 1
= sinx =¢ doniisiimii uygulanirsa [i dx = dt] :
cos x

3
1 :thzdt:%—l—c:%sinSx—kc

= v= ESIH} x+c¢ (vnin tespitinde: c integral sabitini eklemeyi UNUTMAYINIZ! )

- [2 .3 ]
= genel ¢oziim: y =uv den y=— —sin” x+c¢
sinx{ 3

2.
= y=2sin? x +—

[Genel Coziim|

I: x=nw ,n=0,F1,...
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ILyol: v= ef plx)dx seklinde integrasyon ¢arpani bularak:

d dx i .
V= ef P _ ef COXE _ oSN _ sin x bulunur,
Simdi denklemin her iki tarafin1 v =sin x ile ¢arpalim:

. / . .
= sinxy +cosxy =sinxsin2x

/

=(vy) =(sinx y)" oldugu gériiliir!
. /! . .
= (sm X y) =sin xsin2x
Simdi son denklemin her iki tarafinin integralini alalim:

= sinxy:f sinxsin2xdx , I; den

. 2 .3
= smxy:§sm X+c

1 [2 .3 ]
= y=— —sm” x+c
sinx|( 3

2 . 2 c
3 y=—sm" x+— [Genel Coziim]
y=uv idi 3 sin x

I: x=nm ,n=0,F1,...

B3. (Integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)
dy +(y—sinx)cosxdx =0 igin M dx+ N dy =0 yazimindan:
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M = ycosx—sinxcosx aif oN
_ = —=cosx=0=—
N=1 dy Ox

= Denklem: Tam Dif. DEGIL!

Ancak denklem, “integrasyon c¢arpani “ ile Tam Dif. denklem haline getirilebilir mi?

inceleyelim!

ol N
dy Ox cosx—0
— = =Cosx
N 1

yalmzca x-e bagli bir fonksiyon elde edildi. O halde Onbilgi2-Tablo:1 den

oM ON

dy Ox

= intergrasyon carpant: u(x)=e*"*.

sin x

Simdi denklemin her iki tarafin1 pu(x)=e ile carpalim ve denklemin Tam Dif. Denk.

haline geldigini kontrol edip, ¢ozelim.
= " dy+(y—sinx)cosx e dx =0

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

. o sin x

M = (y—sinx)cosxe OM sinx _ ON
| = —=cosxe " =

N — eSlnX ay ax

= Denklem: Tam Dif.

O\

S.Ilter, hitp.//aves.istanbul.edu.tr/ilters

«(( Calisma Sorular: -2



uszd)H—f(y) MZdey—i-g(x)

:f(y—sinx)cosxesmxdx+f(y) Zfesmxdy+g(x)

=1

= e’ 4+ g(x) ...(B3-ii)
= e L (—1+sinx)e¥™ + f£(y)  ...(B3-0)

(/; i¢in sinx =¢ donisiini yapilarak; /; = f (y—t)edt=y f e dt+ f te' dt
kismi integrasyon

seklinde bulunur (inceleyiniz!).)

(B3-i) ve (B3-ii) den: g(x) = (—1+sinx)e"™, f(y)=0 bulunur.

= u= '™ 4+ (—1+sinx)e™* = (y—1+sinx)e’™ olur. Genel Coziim u = ¢ idi.

= (y—14sinx) esinx =c [Genel Coziim|

I: —co<x<0

B4. (Integrasyon Carpani ile Tam Diferansiyel hale getirilebilen denklem)

(xcos y—sin® y)dy —sin y dx =0 icin M dx+ Ndy =0 yazimindan:

M =—siny

= = —COSy #=COSy =——

Ox

oM ON
N:xcosy—sinzy 'y

= Denklem: Tam Dif. DEGIL!

Ancak denklem, “integrasyon carpani “ ile Tam Dif. denklem haline getirilebilir mi?

inceleyelim!
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dy _8x _ —Ccosy—cosy :_ZCosy ~ dcoty

—M sin y sin y

fay Ox

wy)=e —
sin” y

1
2

= intergrasyon carpant: p(y)=

sin” y

yalnizca y-ye bagli bir fonksiyon elde edildi. O halde Onbilgi2-Tablo:2 den

R e—f2c0ty A _ 2nGsiny) _ 1

Simdi denklemin her iki tarafin1 p(y) ile carpalim ve denklemin Tam Dif. Denk. haline

geldigini kontrol edip, ¢ozelim:

XCOsy
—Ddy—
sin” y oy sin y

= ( dx=0 (siny=0)

Bu son denklem i¢in M dx+ N dy =0 yazimindan:

1
M=—
sin y _ OM _ cosy _ON
dy  sin’y Ox
N XCOS y 1
B sin? ¥ = Denklem: Tam Dif.

ou Ou
du=—dx+—d
Ox y Oy 4
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u:fde+f(y)

1
B _f sin y

dx+ f(»)

...(B4-i)

u:dey-l—g(x)

X COS
= [ EZE-Ddy+20)
sin? y

Snasd e yd +8(x)

_11

=yt g(x)...(B4-ii)
sin y

(/; icin sin y =t doniislinii yapilarak; sonugta /; = —

1

sin y

+k; bulunur (inceleyiniz!).)

(B4-1) ve (B4-ii) den: g(x)=0, f(y)=—y bulunur.

X
= u=—y—-
sin y

olur. Genel Coziim u = —c idi.

X

= Yt—=c
sin y

I: y=nm ,n=

0,¥1,...

[Genel Ciiziim]

v =n7 i¢in ¢dzilim arastirmast:

Denklemi saglar (gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢6ziimiidiir. Genel ¢oziime dikkat

edilirse, Tekil-Coziimii oldugu goriliir (gozlemleyiniz!).

B5. (x-e gore Lineer Diferansiyel denklem)

x—l—yfny:l,
y

dy y dy

integrasyon ¢arpani bulma metodu ile ¢ozelim:
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[ pnay Sy 1
v=e —e "V e ™ —_ bulunur.

y

Simdi lineer denklemin her iki tarafin1 v = 1 ile carpalim: (x' = ?)
y

= Lele o 2o
Yy y Yy
| —
1

Simdi son denklemin her iki tarafinin integralini alalim:

1 1
—x= | —/Inydy
y f y

:]1

1 1
I, hesaplanirsa: [, = Eﬁnz v+ EC bulunur (inceleyip, ara islemleri yapiniz!).

1,2 -
= xX=y Eﬁn y+c [Genel Coziim]

I:y>0

B6.

I. yol : Homojen denklemden ¢6ziim bulunabilir!

IL.yol :BI deki yapilanlara benzer sekilde Tam Dif. denklemden ¢dziim bulunabilir!
IILyol : Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 ve 2 den yararlanarak
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(y—5x)dx+(x—5y)dy =0 = ydx+xdy —5(xdx+ ydy)=0
— )

5 5
= d(xy)—Ed(xz—i-yz):O = d(xy—E(szryz)):o

5
= Xy —E(x2 +yH)=c [Genel Coziim|

I: —oco<x<o0

B7. (Ozel formda Lineer Denklem haline getirilebilen)

Bu denklem, asagidaki doniisiim ile lineer hale daha getirilebilir:

tany=z , z=2z(x)

12 y’—ltany:l (1+tan2y)y’:z’
cos” y x N
1
:coszy

y'+ p(x)y =q(x)

= z'— lz =1 (lineer denklem) elde edilir.

x = P ==, ) =1

Simdi lineer denklemi, z =uv doniisimii ile ¢ozelim :

N

z=uv, u=u(x), v=v(x)

1 1

O = uv+uw' ——w=vW' ——u)+w' =1
. . X X
=0

/ /! /
zZ =uv-+uv

= u/—luzo
X

1
U DT e

= e =X

(dikkat, integral sabiti O seciliyor)
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= w'=1 = \/:l = v:fldx
X X

= V= €n|x|+c ( v nin tespitinde: c integral sabitini eklemeyi UNUTMAYINIZ! )

= genel ¢ozlim: z =wuv den z:x<€n|x|+c)

= tan y = x(ﬁn |x| + c) [Genel Coziim]

z=tan y idi

I: x=0,y=2n—)n/2 ,n=0,7F1,...

y=02n—-1)r/2 igin ¢dziim arastirmasi: diferansiyel denklemi saglamadigi i¢in ¢&ziim

degildir.

B8. Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 den yararlanarak

y=——2¥ = ydx+xdy +5cosydy =0
X+cosy W

= fd(xy):—f cos ydy

= xy=-siny+c [Genel Coziim]

I : y==arccos(—x)

B9.
I. yol : BI1 deki yapilanlara benzer sekilde Tam Dif. denklemden ¢6ziim bulunabilir!
IL.yol : Gruplandirma: Onbilgil-Tablo: 1 ve 2 den yararlanarak

(y—x+i)dx—|—(x+y)dy:0 = ydx+xdy +(—xdx+ ydy )+ %dx =0
=) —Jaw—y) =dnls)
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= d(xy)—%d(xz—yz)—i-d(fnx)zo = d xy—%(xz—y2)—|—€n|x| -0

1
= )CJ/—E(?C2 —y)+in|x|=c  [Genel Coziim|

I:x=0

B10. Gruplandirma:

(xfn(xy) ) dy+ (yfn(xy) ) dx=0
x+y xX+y

tn(xy)
xX+y

= [xdy + ydx] = xydx + xydy

V4
= M[xafy + ydx] =Xy [dx + dy]
=d(xy) =d(x+y)

= %;y)d(xy) =(x+y)d(x+y)

In’u

simdi her iki tarafin integrali alinirsa, f Kn—udu =
u

+k (inceleyip, ara islemleri

2

2 2
yapimz!) ve f wdw = w7+ k, bilgilerinden; ) _ 4y ¢

+— bulunur.
2 2

= I (xy)=(x+y)Y’+c  [Genel Coziim|

I:y=—x,xy>0
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