Diferansiyel Denklemler | 1/14

Calisma Sorular1 —1 18.10.2014

A. Asagida istenilenleri elde ediniz!

1. 4 (1 ,— 1) noktasindan gecen ve herhangi bir noktasinda tegetinin ordinat ekseninde

ayirdig1 par¢anin uzunlugu, degme noktasinin apsisine esit olan egriyi bulunuz.
(Not: olusturdugunuz denklemdeki mutlak degeri goz ardi edebilirsiniz).

2. Iny =ax+by egri ailesinin diferansiyel denklemini olusturunuz.

B. Asagida verilen denklemlerin; “hangi tip denklem olduklarini (nedenleri ile belirterek)
belirleyiniz! “yanlarinda kosul var ise, istenen kosulu saglayan ¢éziimiinii”, “kosul yok ise,
tiim ¢oziimlerini (genel ¢oziim ve varsa tekil ¢oziimlerini) ¢oziimiin gegerli oldugu
degiskenlerin tanmim araliklarint da vererek” bulunuz.

1 x/'=e’+2y 8. yi=droytl

!/
2. (x—3y)dx+(2y—3x)dy =0 9. — 2 1, yn=1
cos(x—y)
’ Y
3.y _—x—\/x_y 10. (x+ y)dx+GBx+3y—1)dy =0

11. x+ /:x_
4. y'+(1-y*)tanx=0 (x+y)y y

L Y@
6. (x+y)*y =1

(6nce bir dif.denk. problemine doniistiiriiniiz!)

7.y =xe" i) y(0)=0, 13 2y =1

ii) y(+00)=0
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Not: Coziimler-Yol gostermeler kontrol amaclhdir, yazim hatasi - eksiklikler vs.. olabilir..
kendi ¢oziimlerinizle mutlaka karsilastiriniz..

Cozumler... 7N

(son giincelleme : 17.10.2014)

Al.

y = y(x) egrisinin M (x,y) noktasindaki
Teget Denklemi L Y—y=y(X—x)
((X,Y) teget lizerindeki keyfi nokta)

Tegetinin ordinat ekseninde ayirdig1 par¢anin uzunlugu denklemde X =0 yazilarak (yani

Y = y—y'x), x-ekseninde ayirdigi par¢anin uzunlugu ¥ =0 yazilarak (yani X = x —l,),
Y

2
/ /
bulunabilir. Ek olarak, “Teget-alt1 uzunlugu: P ; "Teget uzunlugu: y2 + [y_] ” seklinde
y y

bulunacaktir (Sekil iizerinde gozlemleyiniz!)

= Y =y—y'x , bu da degme noktasinin apsisine esit olacak yani ¥ = x

Y =|y—yx|
= ‘y—y’x‘:x , x>0
Y=x

= )y = %—l (homojen denklem)

= y=cx—xlnx |[GenelCozim| bulunacaktir (/nceleyiniz!)
A(1,-1) noktasindan gegtigine gore:

yh=-1

. . }:> genel ¢oziimden: —1=c—/nl = c=-1
yanix =1 i¢in y =—1

O halde istenilen ¢oziim : y= —x(l +/n x)
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A2. Amacimiz verilen egri ailesini genel ¢6ziim kabul eden dif. denk. i belirlemek

oldugundan; egri ailesinde iki keyfi sabit olmasi sebebiyle, “ikinci mertebe adi dif. denk.”

elde etmeye c¢alisacagiz!

ny=ax+by (i)
1 y/2
/
y / .. = b=—- )
= 7— a-+by (ii) | o y oy
X-e gore tiirev
l / 13
" 2 Y Yy Yy Y
y Yo an o = a=<—+by Ea =
=2 7_7—’” (i) ian Y yoy oy oy
X-e gore tiirev )
13 12
1
= Iny=ax+by=( 32} p )X+ (—— )2; - )
(i) den y y y y y
3 yzyllﬁny _ xy/3 + yzy// _yy/2
her iki taraf y2 y" ile garpilirsa
2 2
= V"= tny) =y ('~ y)

B1. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)

1
x—2

' =e’+2y = fe*ydy:f dc ,x=2

= —e ' =(n|x=2|)+c [Genel Ciziim|

I:x=2

B2. (Homojen denklem)

pdx+qdy =0 yazimindan; p(x,y)=x—-3y,q(x,y)=2y—3x fonksiyonlar1 1.mertebeden

homojendirler (gozlemleyiniz!).

Yy
x_3y B 1_3(;)

X

(x=3y)dx+(2y—-3x)dy=0 = ' =
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<

=y, y=xu, u=u(x —
. y (x) N y,:u+xu,:1 3u
i 2u—3
1—3y Xx-e gore tiirev
y'=
2u—3 N xu,:1—3u o
2u—3
f 2u—3 du:fldx (sz,uzzl)
1—2u? x 2
=7
1
I, integralini hesaplayalim:
2u 1
I, = du—3 du
: f1—2u2 f1—2u2
=1 =1
2 3
1 2
= Jzz—Ezn‘l—zu |+h
15 ig¢in L Ve + 172 gbzleminden
’ 1—2u° 1—\/§u l—i—\/Eu ’
1 1+\/§u
I, = In +k, oldugu kolayca gorilir.
3 2\/5 1_\/5” 2 g yca g
1 513 1+2u
= [, =1,—-3=——/n|1-2u"|— In +k+k
1 2 3 7 ‘ ‘ 2\/5 l—ﬁu 1 2
1 1 2
= ——ﬁn‘l—2u2‘— 3 In +\/_u :€n|x|+€n|c|
2 22| 1-+2u
! _ 3
— 22
= (1—2u2) 2 L+V2u =cx
1—2u
_ 3
1
2,2) 2 1+22 22
= 1-== — X =cx  [Genel Céziim]
u=2 idi x 1-22

I:x=0, y=F—x
V2

u = = E 1I¢In ¢cOozum arastirmast:
X
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2
y—:l:> yziix bulunur, bu egriler diferansiyel denklemi saglar (gozlemleyiniz!)

X2 2 V2

o . . 1
dolayistyla denklemin bir ¢ozliimiidiir. Genel ¢6ziime dikkat edilirse, y = ﬁx ¢Oziimiiniin

denklemin bir Ozel-Céziimii iken, y:—Lx ¢Oziimiiniin denklemin bir Tekil-Coziimii

2

oldugu goriiliir (gozlemleyiniz!).

B3. (Homojen denklem)

pdx+qdy =0 yazimindan; p(x,y)=—y, q(x,y)=x—+/xy fonksiyonlar1 1.mertebeden

homojendirler (gézlemleyiniz!). v = —2— — Y%
X—+/xy 1—\/y/x

=
{
<
I
<
_|_
g
I
T
<

X-e gore tlirev

y:
1_\/; = xu' = “ —u

u

1—u 1
= f N du:f;dx (x=0,u=0)
\_g/—-/

I, integralini hesaplayalim:
1 1
I,=| —F=du— | —du
1 f u~u f u
~3/2 1
= | u du— | —du
J I

:—i—€n|u|—|—k1

Ju

£n|u|:£n|x|+[n|c| = —%:fn|cxu|

2
:> [ ——
Ju

2
? | - s = (n|cy| [Genel Coziim]
u:; idi
I:x=0, y=0
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Y
X

u===0 = y=0 i¢in ¢dzilim arastirmast: 6/14

y=0 diferansiyel denklemi saglar (x=0) (gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir
¢Ozlimiidiir. Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu ¢éziimiin denklemin bir 7ekil-Coziimii oldugu

goriiliir (gozlemleyiniz!).

B4. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)

1
y'+(l—y2)tanx:O = f 5 dy:—f tanxdx (3> =1,x=Qn—r/2,n=0,F1,..)
-y N
=1 =,
1
. . 1 l+y
I, ve I, integrali hesaplanirsa: [} =—/n|—=—|+k , ]2:€n|cosx|—|—k2 bulunur
2 I—y
(inceleyip, ara islemleri yapiniz!).
1 1 1
—/ln Y :£n|cosx|+—£n|c|
2 -y 2
ﬂ:ccoszx
I—y
—1+ccos® x
= y= - [Genel Céziim]
1+ ccos” x

I: Y =1,x=Qn—-)71/2 ,n=0,FL,...

y2 =1 = y=7%1 i¢in ¢oziim arastirmasi yapiniz!

B5. (Homojen hale getirilebilen denklem)

—2x+y—4
Lyol: y/=—"— |
4 x+2y+7
—2x+y—4=0
—2=2 = dogrulart kesisirler. Dikkat edilirse, -
x+2y+7=0 |

Kesisim Noktasi: (—3,—2) dir.

Orjin: (—3,—2) ye tasmirsa (Otelenirse), yani “denklem i¢cin ¥X=x+3, y=y+42

doniistimii yapilirsa”, denklem: Homojen hale gelecektir.

=
=
=
o
S
77
<
g
=
o
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-2x+y -24O/x
df: Xty = +(/x) (Homojendir,gozleyiniz!)

= —==—— —
X x+27  1+2(3/%)

L, v =%u, u=u()
X -2
= )7/:u+)_cu’: tu
—_ —2+4u E-ye;ts;mrev 14 2u
14+ 2u
— / _2+u
14+ 2u

f”z” ——f & (F20)

. . 1 1
I, integrali hesaplanirsa: /; = 5y arctanu + > In(1+ uz) + k; bulunur (inceleyip, ara islemleri

yapniz!).
1 1 2 1
= —arctanu+—/n(l+u ):—£n|x|+—c
2 2 2

= arctanu +€n(l+u2) =—2(n |)_c| +c

= arctan[y+2]+€ (1+[y+2] ):—2£n|x+3|+c [Genel Coziim]
u=2=2"2 2 idi x+3 +3
X xt3

I: x=-3

ILvol: 2x—y+4)dx+(x+2y+7)dy=0,
%’—/ %’—/

=u =y
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du=2dx—dy
dv=dx+2dy

= Sdx=2du-+dv , 5dy=—du+2dv (denklemde yerine yazalim)

= uRdu+dv)+v(—du+2dv)=0
= Qu—v)du+ (u+2v)dv=0 (Homojendir,gdzleyiniz!)

Simdi u = #v dontlistimii yapalim. = du = vdt + tdv (denklemde yerine yazalim)

=> (2vt —V)(vdt +tdv)+ (vt +2v)dv =0 => v} (2t —1)dt +2v(t* + )dv=0

2t —1
12

" vide + gdv =0 (Degis.Ayrilabilir) (v=0) elde edilir
+ %

=

(geri kalan integral hesabi I.yol ile ayni, tamamlamak okuyucuya birakilmistir!)

B6. (' = f(ax+ by +c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

Denklem, x+ y =u doniisiimii ile Degiskenlerine Ayrilabilir hale getirilebilir:

x+y=u, u=u(x)

2
1 = 1+ )y =u = du = dx
y/:_2 x-eg?rfe_‘tﬁrev T u2+1
! =7
u2
= du= | dx
fu2+1 f
=1

I, integrali hesaplanirsa: /; =u —arctanu + k; bulunur (inceleyip, ara islemleri yapimz!).

= u—arctanu=x-+c

= x+y—arctan(x+y) =x+C  [Genel Céziim|

—
u=x+y idi

I: —oco<x<0

B7. (Degiskenlerine Ayrilabilir denklem)
Yy =x%e™ = fe*y dy:fxze_xsdx
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+c [Genel Coziim|

I: —oco<x<

Simdi denklemin verilen kosulundan saglayan ¢oziimiinii bulalim.

»(0)=0

- 1 2
. .. = genel ¢oziimden: —1=—=+¢ = c=—=
yanix =0 i¢in y =0 3 3

. 1 A8
Benzer sekilde, y(+o0)=0 dan —e"=—— e 4¢ = c¢=-1
3
1
-
e
O halde i) i¢in, s
)16 eV =24e"
istenilen ¢oziim :
O halde i) i¢in, s
)16 eV =3+e "
istenilen ¢Oziim :

BS. ()’ = f(ax+ by +c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

Dikkat: x—y+1=wu donilisimii yapmaktansa, karekoklii ifadeden otiirii kolaylik olsun diye

bu sefer x—y+1= u? doniisiimii yapalim: ( bu doniisiimii yaparken denklemin yalnizca

x—y+1 > 0 durumunda taniml olduguna da dikkat ediyoruz)

x—y+1:u2, u=u(x)

- o
y/ — 4u X-e gore turev =4y
2u 1
= du= | dx (u=-—
f 1—4u f ( 4)
=1
1
. 2 1 1/2 . 1
1, icin: u =——+ / gozleminden, /; :—z——€n|1—4u|+k1 oldugu kolayca
1—4u 2 1—-4u 2 8

goriiliir.

_Z_lmp_m4:x+c ...(B8-1)
2 8
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bulunur x—y+1= u? idi = u=Fx— y+1 degerinin (B8-1) de yerine yazilmasiyla

Genel Coziimelde edilir(/: x—y+12>0, y= x—l—i—é).

.. ..
U= x—y+1= 2 i¢cin ¢Oziim arastirmasti:

JX—y+1= % den y=x+ 1—2 bulunur, bu egri diferansiyel denklemi saglar

(gozlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢oziimiidiir. Genel ¢6ziime dikkat edilirse, bu

¢Oziimiin denklemin bir tekil- ¢oziimii oldugu goriiliir (gézlemleyiniz!).

B9. ( Ozel-formda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

x—xy' =cos(x—y) = x(1—y')=cos(x—y)

oldugundan dikkat edilirse, x—y=wu , w=u(x) donisimi yapildiginda x—y=u
ifadesinin x-e gore tiirevi 1—)'=u’' olacagindan denklem xu’'=cosu degiskenlerine

ayrilabilir hale gelir :

= x(1—y")=cos(x—y)
%/_/ H—/

:u/ =u

1

cosu
=1/
1

1
= xu' =cosu = du= | —dx cosu =0
Il fx ( )

= I, =/I(n +tanu|+k; bulunur (inceleyip, ara islemleri yapiniz!).

cosu

= /In +tanu :€n|x|+€nc = +tanu =cx

cosu coSu

= 1+sinu =cxcosu bulunur.

= 1+ sin(x — y) = cxcos(x— y) [Genel Coziim]
——

u=x—y idi

I: x=0,y=x—2n—D)n/2 ,n=51,53,F5...
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~@n—Dr

u=x—y=0Q2n—-m/2 (n=0,¥...) = y=x icin ¢0zlim aragtirmast:

Bu egri diferansiyel denklemi saglar (géz/lemleyiniz!) dolayistyla denklemin bir ¢éziimidiir.

2n—m

Genel c¢oziime dikkat edilirse, n=0,¥2,F4... igcin y=x— . denklemin ozel-

2n—-Dm

coziimleridir, n=7F1,F3,F5... i¢in y=x— denklemin tekil- c¢oziimleridir

(gozlemleyiniz!).

B10. ()’ = f(ax+ by +c) formatinda Degiskenlerine-Ayrilabilir hale getirilebilen denklem)

y' = _)H——y. Denklem, x+y=u donlsiimi ile Degiskenlerine Ayrilabilir hale
3(x+y)—1
getirilebilir:

x+y=u,u=u(x)

/ 314—1
=

/
2 2u—1
u

= 14+ du = dx
——

X-e gore tlirev

C3u—1 -

Y=

2u—1
=1
1

f3u_1du:fdx (u=1/2)
k.

[, integrali hesaplanirsa: [} = %u —|—%€n |2u —1 | +k;  bulunur (inceleyip, ara islemleri

yapniz!).
1
= Eu—i——€n|2u—1|:x+c
2 4
= 3 1
= —(x+y)+—€n|2x+2y—1|:x+c [Genel Coziim]
u=xtyidi 2 4
l: i—x—l—l
Y >
1 ...
U=x+ yzz = y=-—X-+— I1¢In ¢Ozum arastirmasi:
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Bu egri diferansiyel denklemi saglar (gézlemleyiniz!) dolayisiyla denklemin bir ¢éziimidiir.

Genel ¢oziime dikkat edilirse, bu ¢oziimiin denklemin bir tekil- ¢oziimii oldugu goriiliir

12/14
(gozlemleyiniz!). -
B11. (Homojen denklem)
pdx+qdy =0 yazimindan; p(x,y)=y—x,q(x,y)=x+ y fonksiyonlari 1.dereceden
Ny — 1—y/
homojendirler (gézlemleyiniz!). y' = oY _ TV
x+y 1+y/x
y
—=u, y=xu, u=u(x —
x 4 ) = y'zu-l—xu’:l u
. 1+u
) 1—u Xx-e gore tiirev
Y= 1+u , 1—u I4+u
= xu = —u = —f du = f dx
I+u u? +2u—1

(x=0, u” +2u=1)
1 2 !
= ——En‘u +2u_1‘:gn|x|——ﬁn|c|
5 2

= uz—f—2u—1:i2

=— [Genel Coziim]

I:x=0, y2—1—2xy¢x2

B12. (Belirli integral igeren denklemi: bir dif. denk. problemine doniistiirme)

Uygun kosullar altinda, asagidaki 6zellik gegerlidir. Bu kosullar belirlemek ise okuyucuya

birakilmistir  (“Integral Hesabin Temel Teoreminin 1.kismindan” yararlanabilirsiniz!),
(dolayisiyla belirlemeden asagidaki ozelligi kullanma hakkina sahip degilsiniz!)

V= f0), W@)=b" & “y=b+ [ f,yw0)dt”
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y:1+f t_y(t) di = “y/:x_y ,y(l)zl”
x+y

ARESY0)

= B11 deki denklem i¢in, bir Baglangig-Deger problemidir.
2y

= Genel Coziim: (1)2+__ :% idi.
X X X

2

1 :1 —_
y(D) } = genel ¢oziimden: (%)2+T—1:cz = =2
1

yanix =1 i¢in y=1

O halde istenilen ¢oziim : yi42xy—xt =2

Not: Coziimiin, ¢oziime baslarken bahsedilen uygun kosullart sagladigi gézlemlenmeli, aksi

halde ¢oziim olamayacaktir!

B13. (Genellestirilmis Homojen denklem)
F(x, y,dx,dy) = x"y*dy + (xy° +1)dx = 0
xX—tx, y— i vy, dy— i *ldy , dx—dx yazimlann yapildiginda, k= —% i¢in

F(tx,t* y,dx,t* 'dy) = "F (x, y,dx,dy) esitligi saglanr => Denklem: Genellestirilmis

Homojendir.
Y -1/3 ]
u= ,y=x "u,
13
1 _ _
u=u(x) = Y =——x 3y x 13y
e 3
€ gore turev
y/__l_xy3 [ 3
- 22 _ —1- 1 _
X2y Sy 4/3[ 2” LI DS VE WY
u 3
_ —1—
_ 43 zu |
u
3u? 1 3 g 3 L
= 3du:——dx (Degis.Ayrlabiliry (x=0, 2u” = —3) elde edilir
3+ 2u b
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2
= f3j—u2u3 duz—f%dx

14/14
1 3 1 3 c
= —/n|3+2u ‘:—€n|x|—|——£n|c| = 34+2u” =—
2 2 2
y3 c 3 [G 1 Cozii ]
= ene ozum
T 2% 2x
u=2—idi
I:x=0, 2y3¢—3
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