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1 3-Boyutlu Uzayda Yansima, Donme ve Ku-
aterniyonlar (Do6rdeyler)

3-boyutlu uzayda bir vektor genellikle x = zi + yj + zk veya (z,y, z) seklinde
gosterilir. Bu gosterimi pekala daha yiiksek boyutlara genellemek mtmkiindiir.
Bunu yapabilmek icin yukaridaki vektor gosteriminin alternatifi olan x = x'i; +
22y + 2315 gosterimi kullanilir, béylece bu uzayin bazlari cinsinden

x = (2',2%,2%) = 2'(1,0,0) + 2*(0,1,0) + 2°(0,0,1) (1)

seklinde yazilir. Bu gosterimde dikkat ederseniz koordinatlarin indeksi iistel
olarak gosterilmigtir. Bunun sebebi egri uzaylarda ¢aligmalar yapiyor olmamizdandir.
Boylece Einstein’ in Genel Gorelilik Teorisindeki egri uzayda yasadigimizi kabul
ederiz. Bu da bu indisin tstel olarak kullamilmasindaki uygunlugu acgiklar.
Simdi, bir vektor (1) deki gibi birim satir (veya siitun) vektorlerin bir lineer
toplamu seklinde yazilabilir. Ancak bazen de bir vektorii kare matrislerin bir
lineer toplami seklinde yazmak da kullanigh olabilir. (")rnegin,

x = z'e; + z?ey + 2ley (2)
ifadesindeki bazlar
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seklinde alinabilir. Tk bakigta bu ¢ok kullanigsiz goriinebilir ancak, bir
vektorii bu kare matrisler cinsinden temsil etmek, vektorleri bagka tiirlii miimkiin
olmayacak gekilde carpmamizi saglar. Bu matrisler baz 6zdesliklere de sahiptir.
Ozellikle,

(e1)” = (e2)” = (e3)” =1 (3)



bi¢imine gelir ve burada I birim matrisi temsil eder. Bundan bagka,
ese3 + esey = eze; +ejez3 =ejey +eqe; =0 (4)

ozdesligi de gerceklenir. Iste bu (3) ve (4) 6zdesliklerini saglayan matrislerin
kiimesine 3-boyutlu Oklid uzay: ile ilintili Clifford Cebiri nin bazlar1 denir.
Bu o6zdeglikleri saglayan yukaridaki matrislerden bagka matrisler de tabii ki
vardir. Clifford cebiri formalizminde higbir zaman belirli bir matris gésteriminin
bilegenleri ile ilgilenilmez. Simdi iki vektoriin carpimina bakalim: y = yle; +
y2es + y2es nin x ile carpimi

Xy = (:1:1y1 + x2y2 + x3y3) I+ x2y362e3 + x3y2e362

+2%yleser + z'y’eres + 2'yerer + 2%yl eze
seklinde ifade edilir. (4) 6zdeslikleri kullanilarak bu ifade

Xy = (Ilyl + I2y2 + $3y3) I+ (5522-,/3 o I3y2) eses

5
+ (xByl _ xlyg) ese; + (xlyZ _ nyl) ele; (5)
sekline basitlegir. Dikkat ederseniz genellikle xy # yx dir (matris ¢arpimi
oldugu igin). Simdi bu (5) denkleminden agina oldugumuz < x,y > i¢ (skaler)
carpume ve daha az bilinen x Ay dis (wedge) carpims tanimlayabiliriz:

1
(¥ =5 (xy +yx) = (z'y' + 2%y + 2%y*) T ve

1
XAy :§(Xy —yXx) = (w2y3 - x3y2) eses (6)
+ (sc?’y1 — xly?’) ese; + (m1y2 — x2y1) ejes.
I¢ carpimm tammindaki I ifadesi carpimmn boyutu aym olsun diye simgesel
olarak vardir ancak genelde gérmezden gelinir. Dig ¢arpimda goriinen e;e;

ifadelerinin katsayilarina dikkat ederseniz, bunlar xxy kartezyen carpiminin kat-
sayilaridir.



1.0.1 1-Vektor, 2-Vektor, 3-Vektor ve Clifford Sayilar:

e1, €2, €3 in tiim olas: garpimlari diiglintildiigiinde, {I, e, ez, €3, €e2e3, €3€1, €1€2,€1€2€3}
ile gerilen 8-boyutlu bir uzay elde edilir. Burada
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seklinde verilebilir. Daha fazla elemanin garpiminin yapilabilecegini diigiinebilirsiniz
ancak bu yine yukaridaki ¢arpimlardan birinin bir kat1 olacaktir. Ornegin,

€jegsezey — ejer (egeg) = —ej1€e9 (egeg) = —€e] (6262) €3 — —eje3 — eze;.

Bu ifadelere gore carpmaya gore kapali 8-boyutlu bir vektor uzayimiz var. Bu
tip vektor uzaylarina cebir adi verilir. Bu cebirlere Clifford Cebiri ad1 verilir.
I burada e, ez, ve es matrislerini Dirac vektorleri olacak bigimde etiketler.
Dirac vektorlerinin herhangi lineer toplami bir 1-vektérdiir. e;ejlerin lineer
toplamu ise bir 2-vektordiir. Benzer bigimde I nin herhangi bir skaler ¢arpimi
0-vektordiir ve ejeses iin herhangi bir skaler ¢arpimi ise bir 3-vektordir. Olasi
farkli tipteki vektorlerin bir genel lineer toplami bir Clifford sayisidir. Dirac
vektorlerinin carpimlar: igin kisaltilmig bir gosterim kullanmak yardimeci ola-
caktir. Ozel olarak,

€2e3 = €23, €3e; = e31, e€e1ez = ey, ve ejege3 = €123.

1.0.2 Yansima ve Donme Operatorleri

Clifford sayilarinin cebirsel 6zellikleri bize yansimalari ve donmeleri temsil etmek
i¢in uygun bir yol saglar. a’ nin baglangi¢ noktasindan gecen bir diizleme dik,
birim uzunluklu bir vektorii oldugunu ve x’ in E3’ teki keyfi bir vektor oldugunu
varsayalim. Ek olarak, X ’nin a ’ya kargilik gelen diizleme gore x’ in yansimasiyla
elde edilen vektor oldugunu varsayalim. O halde

X =x—2(a,x)a (7)
denklemini yazabiliriz. (6) denkleminden,
2(a,x)a = (ax + xa)a = axa + x(a)? = axa + x
oldugu agikardir ve bdylece (7) denklemi

% = —axa (8)



halini alir. Dénme birbirini izleyen iki yansimanin sonucudur. X vektoriiniin, x
vektoriiniin, ekseninin dogrultusu a x b olan dogru etrafinda 21 agisi ile donmesi
sonucu olugtugunu gorebiliriz. Bu bagint1 su sekilde yazilabilir:

x = —bxb = baxab (9)
veya A
x =R 'xR (10)

vazilabilir. ab ¢arpiminin agikc¢a hesaplanmasi ve ayri bilegenlerini de yorumla-
mak yararhdir. Eger
a= alel + a2e2 + a3e3

ve
b = ble; + b%es + bey

ise (7) ve (8) denkleminden,

1 1
R=ab= i(ab—kba)—&—i(ab—ba)
=I{(a,b)+aAnb

olur. a ve b vektorleri birim oldugundan (a, b) = cos haline indirgenir. Ayrica
diger bagintidan a x b = sin olur. aAb, a x b nin aksine bir 2-vektoér olmasina
ragmen ayni bilesenlere sahiptir. Bu sebepten,

aNb= (n1e23 + n2e31 + n3e12) sin vy

yazilabilir. Burada n,(i = 1,2,3) ler a x b ekseninin dogrultman kosiniisleridir.
Bu bilgi ile birlikte,

R =TIcosvy + (nlegg +n2es; + n3e12) sin ¢

Simdi dikkat edilirse, bu diiglince daha yiiksek boyutlara genellegtirilebilir. Yiiksek
boyutlarda a Ab iyi tanimli iken, a X b manasiz kalacaktir. Daha ytiksek boyut-
larda, artik bir donme ekseniniz yoktur; bu nedenle dénmeyi, a ve b ile gerilen
2 boyutlu diizlemde meydana geldigini diigtinmelisiniz. Dikkat ederseniz burada
1 donme acisimin yarisini temsil eder. Eger 6 esas dénme agisi ise,

0 0
R =1Icos 3 + (n1623 +n’ez; + n3e12) sin 5 (11)

R den R elde etmek icin, 6 yerine —f yazlabilir veya Dirac vektdrlerinin
siras1 tersine gevrilebilir. Her iki durumda da,

0 0
R ! =1Icos 5~ (nlegg +n’es; + 713612) sin 5 (12)

olur. (11) denklemine geri donersek, ayn dénme igin iki temsil oldugunu goriiyoruz.
(11) e gore R, —R e denktir. (12) den goriiyoruz ki R nin igaretinin degigiminin



0 yerine 0 + 27w koyulmasina denktir. Gergekten, R operatorii 27’ nin bek-
lenen periyodikligine sahip degildir, ancak 47’ lik bir periyodiklige sahiptir.
Ik olarak akhmiza Clifford cebirinin istenmeyen bir komplikasyon getirdigini
digiinebiliriz. (11) baglaminda durum bu olabilir. Bununla birlikte, bu “komp-
likasyon” un fiziksel gerceklige kargilik geldigi durumlar vardir. Bunu bir sonraki
kisimda tartigacagiz. Bu arada, k yansimalar: i¢in sunu not ediyoruz:

X = (—l)kakak,l ...ajxajas...ap = (—1)kT_1xT (13)

1.0.3 Dordeyler

Kuaterniyonlar: kullanarak, (12) ’de belirtilen formla &zdeg bir bigimde bir
rotasyon operatoriinii temsil edebilirsiniz. Dordeyler nedir? 1843’te William
Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan icat edildi (kegfedildi mi?). O zaman-
dan once, karmasgik sayilarin ¢arpiminin, 2 boyutlu bir diizlemdeki noktalarin
carpimi olarak yorumlanabildigi gozlemlendi. Bu ilk olarak 1797’de Casper
Wessel (1745-1818) tarafindan, daha sonra 1806’da tekrar bagimsiz olarak Jean
Robert Argand (1768-1818) tarafindan yapildi (Kramer 1981, s. 72-73). Yani,

(a+1b)(c +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc), veya bunun yerine
(a,b)(e,d) = (ac — be,ad + be)

yazilabilir. Hamilton’un kendisine sordugu soru suydu: “Bu ¢arpmanin fizik-
teki caligmalar igin yararh olacak 3 boyutlu bir versiyonu olabilir mi?” Onun
fikri karmagik sayilar kavramini genellestirmek oldugu igin, formun {iglisiinii
aragtiriyordu: a + ib + je. Her tiirlii carpma kuralini icat edebilirsiniz, an-
cak fizik caligmasi igin anlamh ve yararlh olacak bir kural ariyordu. 1828’den
baglayarak, bu projede 15 yil boyunca basarili olamadi. Sonunda 16 Ekim
1843’te (Pazartesi) bir ”evreka” deneyimi yagadi. Kraliyet Irlanda Akademisi’nin
bir Konsey toplantisina bagkanlik etmek i¢in karisiyla birlikte Dublin’deki Kraliyet
Kanali'nin yaninda yiirtiyordu. Sonra bir anda doérdiince bir boyut eklemesi
gerektiginin farkina vardi. a4+ ib+ jc+ kd formundaki sayilarin carpimi kuralim
Broome kopriisiindeki bir tasa yonttu. Zaman orijinal oymay1 yok etti, ancak
1958’de Irlanda Kraliyet Akademisi olay1 anmak i¢in bir plak dikti:
Here as he walked by on the 16 th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton
in a flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multipli-
cation
iZ=j2=k*>=ijk=-1

and cut it in a stone on this bridge.

Hamilton’ in yonttugu formiilden sunu gosterebiliriz:

jk=—kj=1ki=—ik=j, veij=—ji=k

Bu bagarisi nedeniyle, William Hamilton modern “soyut cebirin” kurucusu olarak
bilinir. Dérdeyler teorisinde, (12) ’de belirtilen denklemdekine kargilik gelen bir
dondiirme operatorii su sekilde yazilir:

0 0
R:Icos§— (n1i+n2j+n3k) sini (14)



(12) denklemi ile kargilagtirildiginda, —eq3, —e31, —eqs yi sirasiyla i, j, k ile 6zdeglegtiririz.
Yukarida da bahsedildigi gibi dérdeylerin ¢arpimu i¢in ikili bagintilar sunlardar:

(i) = ()* = (k)?*=—1 (15)
jk=-kj=i (16)

ki = —ik =j, ve (17)
ij=—ji=k (18)

Bunlara karsilik gelen Oklid 3-uzaymdaki 2-vektorlerin de aym denklemleri
sagladigini gosterebiliriz:

(—e23)” = (—e31)” = (—e1n)” = —1 (19)
(—es1) (—e12) = — (—ei2) (—e31) = (—e2s) (20)
(—e12) (—e23) = — (—ea3) (—e12) = (—es1) (21)

ve (—ez3)(—es1) = —(—es)(—ex)=(—e2) (22)

Hamilton’ m formiiliinde bir x vektérii z'i + 22j + 2%k seklinde gosterilmistir
ve dondiirme sonucu olugsan vektér X (12) nin dordey versiyonundan hesa-
planmistir. Ne olagan vektor formiilasyonu ne de Hamilton yaklagimi siradan bir
vektor ile eksenel veya sozde vektor arasinda iyi bir ayrim yapmaz. Gordiigiimiiz
gibi, Clifford cebirinin formalizminde, siradan bir vektor 1-vektor olarak ve
doénme diizlemi 2-vektor olarak goriiniir. Ug boyutta, bir 1-vektorii ve 2-vektorii
ii¢ bilesene sahiptir. Bilinen vektor formalizminde, her ikisi de 1-vektor olarak
goriiniir. Dordey formiilasyonunda, her ikisi de 2-vektor olarak goriiniir. Iki
durum arasindaki ayrim bir yansima diislinlirsek ortaya cikar. Ornegin, eger
yz-diizlemine gore bir yansimay1 goz oniine alirsak,

X = —e1Xeq

Eger
_ 1 2 3 ;
X =x"€e; +x°ey + x°es, 1se

x' = —zle; + z2ey + 23es

olur. Diger yandan, ayni yansima altinda
X = 1’1623 + x2e31 + x3e12 = 1'16293 + x2e3e1 + x3e1e2
2-vektorii

X = 2! (—ejeze1) (—ereser) + 22 (—ejeser) (—ererer) + 2° (—ejerer) (—ejezer) veya
X :xlegg — .’L‘2€31 — 563812

haline gelir. Ayni ayrim, olagan vektor formilasyonunda, ancak biraz garip bir

sekilde gerceklestirilir. Kartezyen carpimi ele alalim.

x = zle; + z2es + 28e3, ve
y =y'e; +y?es + yles, ile
XXy= (:172y3 — x3y2) e + (x3y1 — xlyg) ey + (x1y2 — x2y1) es



olsun. Capraz carpim yz-diizlemine gore bir yansima altinda nasil degigsmelidir?
X X y vektorii siradan bir vektor ise,

(xxy) =— (xzy?, _ x3y2) er + (x?,yl _ x1y3) ey + (x1y2 _ xzyl) es

Ote yandan, ¢apraz carpim hesaplamadan énce x ve y {izerinde ayn1 yansimay1
yaparsak,

X = —x'e; + x%ey + x3e3
y = —y'ei +y’es +y’es, ve
Xy = (x2y3 _ x3y2) e — (x?)yl _ x1y3) ey — (x1y2 _ x2y1) es

olur. x tizerindeki bir yansimanin etkisinin bu ikinci yorumu uygulandiginda,
gapraz carpima eksenel veya sézde vektor denir. Clifford cebiri baglaminda,
sozde-vektor 2-vektordiir ve bu gariplik ortadan kalkar. Benzer olarak geleneksel
vektor formiilasyonunda bir sozde skaler olarak bilinen (x Xy, z) ifadesi Clifford
cebrinde bir 3-vektor olur. Ug boyutta, x ve y gibi iki vektériin kapsadig bir
diizleme dik bir vektor aradiginda, normal ¢apraz carpimi kullanmak yine de
yararl olabilir. Boylece, hala normal tanimi kullanacagiz:

XXy= (nyS _ .1333/2) e + (3732/1 _ x1y3) e + (x1y2 _ m2y1) e

Bununla birlikte, (8) ’de tanimladigimiz bir dig garpim kavramina da ihtiyacimiz
olacak. Yani:

XAy = %(nyyX) = (2®y® — 2%y%) eas+ (z%y" — 2'9%) es1 + (29 — 2°y") ens
Bu boliimii kapatirken dik dondsiimler kavramimi dikkatinize sunmak istiyoruz.
Dik bir doniisiim, basitge yansimalarin bir carpimidir. Bu terminoloji, E™
deki standart skaler carpimin korunduguna odaklanmak istediginde segilir. Bu
bolimde kendimizi 3-boyutlu uzaya kisitladik. Bu baglamda, yansimalarin
garpimlarinin gergekten skaler ¢carpimi korudugunu dogrulamaniz uygundur (en
azindan 3-boyutta)(Problem 6 ve 7 ye bkz.). Bir ¢ift sayidaki yansimalarin (bir
dénme) garpimina esas dik dénisim, tek sayidaki carpimlarina ise esas olmayan
dik déontstim denir.



1.0.4 Problemler
1.



1.1 Donme Operatoriiniin 47 - Periyotlugu

Son boliimiin sonucglarindan sunu goriiyoruz; x(0) vektoriiniin § boyunca dénmesi
sonucu olugan vektore x(6) dersek,
x(0) =R (0)x(0)R(0), burada
6 . . 0
R(#) =Icos 5 + nsin 5
n :nlegg + n2e31 + 77,3612, ve
n',n? n3 ile birlikte dénme ekseni icin dogrultman kosiiniisleridir.
x(#) nmin periyodu 27 olmasina ragmen, R(6) nin periyodu 47 dir! 1920 lerde
kuantum mekaniginin geligimi ile birlikte 47 periyotlar dogada gézlenmeye bagland.
Hidrojen enerji spektrumunun gozlenen yapisim agiklamak icin elektrona 1/2
oraninda bir spin ve 47’ lik bir periyodiklik atfetmek gerekiyordu. Daha sonra,
elektronlardan daha biiyiik bazi nesnelerin de 47 periyodiklige sahip oldugu fark
edildi (Bolker 1973). Bu gergegin bir gosterimi Edgar Riefin (1979) tarafindan
ortaya konmustur.
Bir nesnenin 47’ lik bir periyodiklik gostermesi icin, bir anlamda gevresine
bagl olmasi gerekir. Bunu agiklamak igin su sekilde bir gosteri yapmak isteye-
bilirsiniz: Ik 6nce avucunuzun iginde bir bardak su tutun. Cami tutan el sol
veya sag olabilir, ancak elinizin avug ici yukar1 bakacak gekilde camin altinda
olmasi 6nemlidir. Ardindan camui sikica tutun ve ayaklarinizi hareket ettirme-
den ve suyu dokmeden bardagi 360 derece dondiiriin. Bu manevrayr tamam-
ladiginizda, cam bagimizin biraz iizerinde ve dirseginiz yukar1 bakacak gekilde
kendinizi garip bir konumda bulacaksimiz. Acikcasi, camin sizinle olan iligkisi,
baglangic pozisyonundan oldukca farklidir. Bununla birlikte, donmeye devam
ederseniz, kolunuzun kendini ¢ézecegini ve camin sizinle ilk iligkisi ile baglangig
konumuna geri dénecegini bulmak sizi sagirtabilir. Bu nedenle, kolunuza iligtirilen
camin 27 periyodikligi degil 47 periyodikligi vardir. Daha akademik olmasi
agisindan elinize bardak yerine kitap koyabilirsiniz :)

1.2 Diizgiin Cokyiizliiler i¢cin Nokta Gruplar:1 Ekstra

Fizikte biiyiik ilgi géren geometrinin bir tarafida simetri gruplaridir. Bir cis-
min simetrisi, noktalar arasindaki mesafeleri koruyan ve cismi orijinal uzayina
getiren dontstimler dizisi ile karakterize edilebilir. Oldukg¢a makul olarak, bun-
lara simetri doniigtimleri denir. Sonsuz cisimler i¢in (6rnegin sonsuz bir kristal
kafes(son derece enteresan olan bu konunun aragtirilmasi okuyucuya birakilmigtir)),
simetri dontigimleri kiimesi Otelemeler icerebilir. Ancak sonlu cisimler igin,
simetri dontisiimleri donmelere ve ayrica donmeler ile yansimalarin ¢arpimlarina
kisitlanir. Bu nedenle Clifford cebiri, sonlu cisimlerdeki simetri matematigine
girigmek icin iyi bir aractir. Bu konuyu derinlemesine ele almadan o6nce, Elie
Cartan’ a ait bir teoremi kanitlamak yararli olacaktir (1938, s. 13-17; 1966, s.
10-12). Teoreminde, n-boyutlu bir uzayda (gergek veya karmasik), herhangi bir



sonlu sayida yansimadan olugsan bir doniigimiin de n sayisin1 agmayan bir dizi
yansima ile elde edilebilecegini belirtir. Burada sadece gergek 3 boyutlu siiriime
ihtiyacimiz var ve bu kanitlayacagimiz tek siiriim.

Teorem. Diyelim ki x = (—1)*aza,_1...a1xa1ay .. .ay olsun, yani k yansima
iceren bir donisimimiz var. O halde ayni déntsim (3-boyutlu uzayda) ti¢ veya
daha az yansima ile elde edilebilir.

ispat. Durum 1: & ¢ift olsun. Cift sayidaki 1-vektorii carparsak I 0-vektoriiniin
ve es3, €31, ve g 2-vektorlerinin bir lineer toplami elde edilir. Yani

ajay...ap = la + ey +e318° +ef°

(Bu zaten bir dénme operatorii gibi duruyor!) agag_1 ...a; operatorii temelde
Dirac vektorlerinin ters yonde siralanmasi haricinde ajas . . . ay ile aynidir. Boylece,

apag_1...a1 = Lo+ egf' +e138° + e f° =T — e’ — €31 8° — 12
(a1)? = (az)® = ... = (ap)® =1, (agap_; ...a;) (a1as ... a;) = I oldugundan,
I=(Ia —ex3B" —e318% — e125°) (Ia + ex3B" + €31 8% + e123%)
—1 ((a)2 +(8Y) + (827 + (ﬂ3)2)

olur. O halde (a)? + (ﬁl)z + (52)2 + (63)2 =1 olur ve boylece

cosy) = and siny = \/(51)2 + (52)2 + (53)2

sartlarini saglayan bir ¢ acist tanimlanabilir. Bundan baska, eger 5% lardan en
az biri sifirdan farkliysa, donme ekseni i¢in dogrultman kostiniislerini su sekilde
tanimlayabiliriz:

nk = B8 + (82)° + (8)° = B /sy for k= 1,2, and 3
(Dikkat ederseniz, (n1)2 + (n2)2 + (n3)2 =1). Su anda
ajas...a; = Icosy + (nlegg + n2e31 + n3e12) sin

oldugunu gosterdik. Eger siny) = 0 ise, ajas...a; = +I olur. Diger tiirli
agikar olmayan bir dénme operatorii olur. Bu donme yerine iki yansimanin
alinabilecegi agiktir.

Durum 2: k tek olsun. Bu durumda bir dénme operatorii elde etmek igin
k-1 yansimanin ¢arpimi alinir:

ajas...a; = [I cos ) + (nlegg + n2e31 + n3e12) sin 1/)] ay

= [I cos ) + (nlegg +nes; + n3e12) sin z/J] (klel + k2eq + kzgeg)

Eger sin1) = 0 veya k'n' +k?n2? +k3n3 = 0 ise a1ay ... a; carpimi bir 1-vektore
indirgenir. Diger tiirlii, donmeyi iki yansima seklinde ayirirsak {i¢ yansimanin

10



carpimi olusur.
Simdi simetri gruplar: hakkinda oldukga zekice bir tartigma yapabilecegiz. Genel
olarak, belirli bir sonlu cismi uzayda orijinal konumuna getiren ¢oklu yansima
kiimesine iki nedenden dolay: bir nokta grubu denir. Birincisi, en az bir nok-
tanin belirli bir cisimle iligkili tiim simetri dontigiimleri altinda sabit kalmasidir.
ikincisi, belirli bir cisimle tanimlanan simetri doniigiimleri kiimesinin, grup
olarak bilinen bir matematiksel yap1 olugturmasidir (Piggstt Dihedrall). Sadece
birkag nokta grubunun kisa bir tanimini verecegiz - 6zellikle beg normal ¢okytizliiyle
iligkili beg nokta gruplari. Cokytizliillerin her biri i¢in sonlu bir simetri grubu-
muz var. Sonlu bir kat1 icin bir simetri grubunun elemanlari1 sonlu yansima
carpimlaridir. Iki sonlu c¢arpimin ¢arpilmasinin, ilgili katinin orijinal konumunu
koruyan sonlu bir carpimla sonuclandigr aciktir. Boylece, simetri dontigiimleri
kiimesi kapatma Ozelligini karsilar.
Birim eleman, 360 derecenin bazi tam katlarini higcbir gsey yapmayan veya dondiirmeyen
dontigtime karsilik gelir.
Bir yansimanin tersini elde etmek igin, sadece ayni yansimalar: ters sirayla insa
etmek yeterlidir.
Diizgiin ¢okytizliilerin simetri gruplarinin sadece sinirli sayida tiyesi oldugunu
gostermek igin kiip Ornegini ele alalim. Cartan teoremini uygulayarak, esit
sayida yansimanin (uygun bir dikey déniigiim) birim elemana veya doénmeye
indirgenebilecegini biliyoruz. Olasi simetri dénmelerini saymak zor degildir.
Belki de, en belirgin simetri donmeleri, zit yiizlerin merkezinden gecen dort katlh
eksene karsilik gelenlerdir. 360 derece birim dénmeyi saymadan, 90-180 ve 270
dereclerin simetri donmeleri vardir. Bu sekilde ii¢ eksen oldugundan 3x3=9 el-
eman verir.
Ayrica kargit kenarlarin orta noktalarindan gecen iki kath eksenlerimiz var. 12
kenar oldugundan, bu tiir alti eksen vardir ve bu eksenlerin her biri 180 derece
simetri dontigiine kargilik gelir. Bu, gruptaki alti elemani daha olusturur. Sonra,
z1t kogelerden gegen dort adet iig kath eksen var. Bu da gruba sekiz eleman daha
ekler. Son olarak, birim doniigiim var. Bu nedenle, kiiple iligkili nokta grubu
i¢in uygun dik elemanlarin toplam say1s1 9 + 6 + 8 + 1 = 24’ tiir. (Yansimalarin
herhangi bir ¢arpimi Clifford formalizminde (+) iki temsile sahip oldugundan,
kiip i¢in has ortogonal grubun Clifford versiyonunda 48 Clifford sayis1 vardir.)
Has olmayan dik doniigiimlerin sayisini saymak zordur, ¢iinkii bu kiimenin
baz1 uyeleri basit yansimalar degil, i¢ yansimanin carpimindan olugur. Sayim
sorunumuzu tamamlamak igin agagidaki teoremi uygulamak istiyoruz:
Teorem. Sonlu bir nokta grubu icin, has olmayan dik donisimlerin (tek
sayrdaki yansimalarin carpimlary) sayisi, has dondsimlerin sayisina (esit sayida
yansimalarn ¢arpvmlary) esittir.  Dikkat! Grup teorisine agina olanlar igin,
asagrda kanitlanmas olan durum; has olmayan dik dontstimler kiimesinin, has
dik dondisimlerin alt grubunun bir yan kimesi oldugudur. Ispat. Bu teoremin
dogrulugunu gostermek icin, grupta basit bir yansimaya kargilik gelen bir birim
vektor a segelim ve R donme veya + birim doniigiim I olmak iizere has olmayan
dik doniigimiin Ra biciminde tek tiirlii gosterilebilecegini(isaret belirsizliginin
yani sira) gosterelim.
ajag ...a, yansimalarinin tek sayida bir carpimini ele alalim. Carpim tek sayida
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oldugundan oncelikle k& — 1 terimi ele aliriz ki bu bize bir dénme operatérii R
yi versin. O halde

aijas...ar = Ray

olur. Eger a; = a ise durum agikar. Diger durumda,
Ra; = Ray(a’) = R(aya)a= RR'a = Ra
olur. Boylece

ajas...a; = Ra

olur.

Bu teoremi kiibe uygulayinca nokta grubunun eleman sayisi 48 olur(bu say1
¢ift degerli Clifford versiyonunda 96 dir). Grup teori terminolojisini kullanirsak
grubun mertebesi 48 dir. Diger cokytizliilerin nokta gruplarimin mertebesini
bulmaktaki en biiyiik problem kenar ve koselerin sayimidir. Ornegin, dodekahe-
dron(on iki yiizlii) 12 normal beggen birlestirilerek olugturulur. Birlegtirmeden
once, 12 beggen 12x5=60 kenara sahiptir. Birlestirildiginde, bir beggenden bir
kenar ve ikinci bir beggenden bir kenar dodekahedronun tek bir kenar1 haline
gelecek sekilde hizalanir. Boylece, dodekahedronun 60/2 = 30 kenari vardir,
bu da 30/2 = 15 iki kath eksene kargilik gelir. Benzer sekilde, 12 beggenin 60
kosesi dodekahedron igin 60/3 = 20 koseye dontigiir. Buna karsilik, bu da on
adet lic-kath eksene kargilik gelir.

Bes normal ¢okyiizliiniin dérdiinde, simetri eksenleri, yiiz ¢iftlerinden, kenar
giftlerinden veya koge ciftlerinden geger. Tek istisna tetrahedron(dortyiizlii).
Tetrahedron igin, iki kath eksenler gercekten de kenar ¢iftlerine karsilik gelir.
Bununla birlikte, ti¢ katli eksenler icin durum farklidir. Tetrahedron igin, her
ti¢ kath eksen bir tepe noktasimdan ve bir ylizden geger(bakin cebir ve geometri
nasil harmanlaniyor).

Nokta gruplarimin mertebesini belirlediginizde, kiip i¢in nokta grubunun mer-
tebesinin oktahedron i¢in nokta grubunun mertebesi ile 6zdes oldugunu goreceksiniz.
Bu, iki grubun izomorfik olma olasihigini artirir. Kiip ve oktahedron igin bu
mantikhidir ¢iinkii dort kat, ti¢ kat ve iki kat eksenlerin sayisi1 iki grupta eglegir.
Her seye ragmen, geometriye bagvurmadan izomorfik bir kargilik belirlemek
¢ok zor olurdu. Ancak geometriyi kullanarak, izomorfizmi kurmak 6nemsiz bir
aligtirma haline gelir. Birinin kdgelerini digerinin yiiz merkezleri ile eglestirebilir.
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